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Le lecteur qui voudra se borner a un apercu de la Théorie des fonctions 
elliptiques et acquérir seulement les notions les plus indispensables aux Appli- 
cations des fonctions elliptiques a la Mécanique, pourra se dispenser de lire 
les Chapitres XI et XII (numéros 631 @ 646). 
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CHAPITRE IX. 


EVALUATION DES INTEGRALES DE LA FORME 


: az 
ih Asi Bs 6Ge4 (Ds Ek 
PRISES LE LONG D’UN CHEMIN QUELCONQUE, DANS LE CAS 
OU A, B, C, D, E SONT REELS. 


I. — Evaluation des intégrales de la forme 


{seat 

—V4(y— e1) (y — &2) (y— es) 

prises le long d’un chemin quelconque, dans le cas o0 @;, é2, e3 
sont réels. 


590. Reprenons étude, le long d’un chemin déterminé du 


ee dy ‘ j 
plan des y, de l’intégrale Say on Y= 47° — g3y— oe dans 


le cas ol 29, g3 sont réels. Rappelons que, dans ce cas, la fone- 
lion p(U; £2, 3) dont les coefficients sont réels, prend, en méme 
temps que w, des valeurs réelles ou imaginaires conjuguées. 

T. et M. — IV. 
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Considérons d’abord le cas ott les racines e,, @2, @3 sont réelles. 
Nous supposerons @ > €) > é3 et les nombres w,, “: réels et 
posilifs ('). Dans le plan des y, le long de l’axe des quantités réelles 
praliquons une coupure de @, a e@3, de é2 4 @3, de e, a — 0 et dé- 
signons par VY la fonction de y, holomorphe dans le plan coupé, 
qui prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives 
de y. Les signes de la partie réelle et du coefficient de z, dans 
cette fonction \/Y, s’obtiennent trés aisément sur les bords supé- 
rieur ou inférieur des diverses parties de la coupure, et méme 
dans tout le plan des y, si l'on observe qu’ils ne peuvent changer 
que lorsque la quantité sous le radical est réelle, c’est-a-dire 
lorsque le point y traverse soit l’axe des quantités réelles, soit 
Vhyperbole (H) dont l’équation serait 124? — 4+? — gy =o dans 
un systéme de coordonnées wu, », dont les axes coincideraient avec 
axe des quantités réelles et axe des quantités purement imagi- 
naires du plan des y. Comme il est commode d’avoir ces signes 
dans les applicaions, on les a indiqués dans la figure (A) du Ta- 
bleau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte a la 
partie réelle, le second a la partie imaginaire; l’une de ces quan- 
tités est nulle sur les lignes de séparation, ce que lon a indiqué 
en remplacant par o l’un des signes =. Relativement aux cou- 
pures, nous conviendrons de regarder le bord supérieur comme 
appartenant a la moitié supérieure du plan des y, le bord infé- 
rieur comme appartenant a la moitié inférieure. Ceci posé, on a 


le théoréme suivant : 


I] existe une fonction de y, que nous désignerons par arg py, 
ayant les propriétés que voici: elle est holomorphe dans tout le 
plan coupé; pour tout point de ce plan on a p(argpy)=y; 
quand y n’est pas sur une coupure On peut mettre arg py sous la 
forme ¢w,-+ t'w 3, ¢ et ’ étant des nombres réels, satisfaisant aux 
conditions o<f<1, —1< é/<1}; suivant que y est sur la cou- 
pure qui va de e, a e,, de ey a @3, de es a —%, on peut mettre 


, Ws ‘ > . . . 
(') Observons en passant que ona w, < ra suivant que l’on ae, 0, ainsi qu’il 


résulte des expressions de K, K’ (ou x, x’) au moyen de k? (ou x) et de ce que 
= > 


7 1 5 oie A 5 
Von a, suivant les deux cas, k* <3 et, par suite, A?2 kh. On voit aussi que quand 


, ‘ OF ‘ . os ~ . 
k? décroit de 1 a 0, le rapport —  croit de o a Vinfini. 
tw 
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arg py sous la forme WO, 4 O30,, 0,0, TS W3, = 3 h,, ou ¢ est 
rée] et compris entre o et 1, et ot il faut prendre le signe supé- 
rieur ou inférieur suivant que l’on est sur le bord supérieur ou 
inférieur de la coupure. Ces conditions permettent, pour chaque 
valeur de y, de calculer sans ambiguité la valeur correspondante 
de arg py en se reportant au Tableau (CXX1X,_.,); ¢ est d’ail- 
leurs négatif ou positif suivant que le point y appartient a la 
moitié supérieure ou inférieure du plan; ¢’ est nul quand y est 
réel, compris entre €, el +. 


Si Pon admet pour un instant l’existence de cette fonction ho- 
lomorphe, inverse de la fonction p, on déduit immédiatement de 
Videntité p(arg py) = y que la dérivée, prise par rapport ay, 

. (ie ay BGS —— > . 
de la fonction arg py est égale, au signe prés, a e: elle lui est 


précisément égale, en adoptant le sens prescrit pour le dénomi- 
nateur, puisqu’elle est négative pour de grandes valeurs positives 
de y. On yoit donc que l'étude de V’intégrale envisagée se raméne 
a celle de la fonction argpy. 


591. L’existence de la fonction arg py résulte aisément de la 
représentation conforme d’un demi-rectangle des périodes de la 
fonction pu, au moyen de la relation y = pu ('). Nous choisi- 
rons, pour le rectangle des périodes de la fonction pw, le rectangle 
dont les sommets sont w, — 3, ©, + 3, — 04 -+ W3, —W, — Os, 


qui est symétrique par rapport aux axes des quantités réelles et 
purement imaginaires. L’équation (en w) y = pu admet deux ra- 
cines situées dans ce rectangle, figurées par deux points symé- 
triques par rapport au point 0; elle admet par conséquent une ra- 
cine dans le rectangle (R) dont les sommets sont ©;— 3, ©; + 3, 
3, — 3; cette racine est unique si elle est figurée par un point 
intérieur a (R); mais si la racine wu est un point du périmétre 
de (R), le point uw’ symétrique de w par rapport a laxe des quan- 
ttés réelles sera encore une racine de |’équation y = pu, puisque 
lon aura alors, suivant le cété ot se trouve le point u, l'une des 
trois égalités wu +-u’ = 0, u—u’ = + 203,u+ u’= 20, et, dans 
tous les cas, pu’ =pu—y; wet w' étant imaginaires conjugués 


(1) Voir Scuwarrz, Formules, etc., art. 51, 52. 
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ainsi que les quantités égales pu, pu’, y est forcément réel. On 
prévoit ainsi que l'image sur le plan des y du rectangle (R) du 
plan des w remplira tout le plan des y et que l'image du périmétre 
de (R) se fera deux fois quelque part sur l’axe des quantilés réelles. 

Dans le plan des w, axe des quantités réelles partage le rec- 
tangle (R) en deux rectangles (R,), (R2), symétriques par rapport 
a cet axe et dont les images seront, dans le plan des y, aussi sy- 
métriques par rapport a l’axe des quantités réelles. Nous désigne- 
rons par (R,) le rectangle situé dans la région supérieure du plan 
des wu: ses sommets sont les points 0, ,, ©; 3, 3. Suivanl 
que é, est positif, nul, ou négatif, la base de ce rectangle sera plus 
longue, de méme longueur ou plus courte que sa hauteur. L’image 
de ses cdtés, pris dans l’ordre adopté pour les sommets, de facon 
que son périmétre soit parcouru dans le sens direct, se fait évi- 
demment sur les segments + 0... €,, €;.-. €2, €2--- 3, €3-.. — © 
de Vaxe des quantités réelles du plan des y. Au rectangle (R,) 
substituons une figure (S,), quien différe infiniment peu, obtenue 
en décrivant de chacun des sommets de (R,) comme centre, avec 
un rayon infiniment petit, un quart de cercle situé dans l’intérieur 
du rectangle et en supprimant de (R,) les petites parues limitées 
par ces quarts de cercle; la figure (S,) a huit cdtés, quatre recti- 
lignes et quatre circulaires. La fonction p/w ne s’annule et ne de- 
vient infinie ni sur le contour de (S,) ni a l’intérieur; le principe 
de la conservation des angles s’applique donc sans restriction a la 
représentation conforme de (S,) par la formule y= pu. Suppo- 
sons que le point w parte du sommet de (S,) situé sur l’axe des 
quantités réelles, dans le voisinage de 0, puis décrive les huit cétés 
du contour de (S,) dans le sens direct; suivons le mouvement cor- 
respondant du point y= pw. ll partira @un point infiniment 
éloigné, vers +- , de axe des quantités réelles et se mouvra sur 
cel axe en se rapprochant du point e, sans y parvenir, décrira ap- 
proximativement, autour de e, comme centre, un demi-cercle in- 
finiment peut, situé dans la région inférieure du plan, se mouvra 
sur l’axe des quantités réelles en se rapprochant de ey sans l’at- 
teindre, décrira approximativement, autour de e, comme centre, 
un demi-cercle infiniment petit situé dans la région inférieure du 
plan, se mouvra sur l’axe des quantités réelles en se rapprochant 
de e; sans l’atteindre, décrira encore approximativement, autour 
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de e; comme centre, un demi-cercle infiniment petit situé dans la 
région inférieure du plan, recommencera a se mouvoir sur l’axe 
des quantités réelles jusque vers — 0, et décrira enfin approxima- 
tivement, dans la région inférieure du plan, un demi-cercle de 
rayon infiniment grand, de centre 0, qui ira rejoindre le point de 
départ vers + co. Dans image, les mouvements rectilignes cor- 
respondent aux cédtés rectilignes de la figure (S,) et n’ont pas be- 
soin d’étre expliqués davantage; les mouvements circulaires ap- 
proximatifs correspondent a la description des cétés circulaires 
de (S,); qwils soient tels que nous l’avons dit, c’est ce qui ré- 
sulte, pour les trois premiers, de ce que le développement sui- 
vant les puissances de wu de la fonction paire p(y, + wu) — eg 
commence par un terme en w?, pour le demi-cercle infiniment 
grand, de ce que le développement de pu commence par u—?. 

Dans le mouvement, le contour de l’aire infiniment grande qui 
représente (S,) est décrit dans le sens direct comme le contour 
de (R,). Il en résulte que si l’on considére un point yy situé a 
Pintérieur de l’aire qui forme image de (S,), le vecteur qui va 
de ce point yp» au point mobile y qui décrit le contour de cette 
image, tourne de 27 quand le point wu décrit le contour de (R,); 
on en conclut, en raisonnant comme au n° 508, que |’équation 
(en WU) Vo = pu admet une racine et une seule figurée par un point 
intérieur a (R,), ce qui est conforme ace que l’on a dit au début. 
On voit donc que l’image de (R,) se fait sur la moitié inférieure 
du plan des y; le périmétre de (R,) a son image sur l’axe des 
quantités réelles : ce périmétre fait partie de la figure (R,); nous 
conviendrons de regarder les images des cétés qui vont de w, a 
W,-+ W3, de w,-+ w3 Aw 3, de w3 4 o, comme se faisant sur les 
bords inférieurs des portions de coupure qui vont de e aes, de es 
a €3, de e; 8 — oo; quant au cdté qui va de o a o,, son image est 
sur la portion non coupée de Vaxe des quantités réelles. La fonc- 
tion arg py est alors définie sans ambiguité pour tous les points y 
de la moitié inférieure du plan-des y, y compris les bords infé- 
rieurs des coupures : sa valeur est cette racine unique, définie 
plus haut, de Péquation y = pu, racine figurée par un point du 
rectangle (R,) ou de son périmétre. 

L’image du rectangle (R,.) se fait symétriquement sur la partie 
supérieure du plan des y et permet de completer la définition de 
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la fonction arg py. Les images des cédtés qui vont de w,a ©; — Ws, 
de w,— 3 4 — 3, de —w3 20, se font sur les bords supé- 
ricurs des portions de coupure qui vont de €, A €g, de ey A 3, dees 
a —oo, en sorte que les bords supérieur et inférieur d’une cou- 
pure sont les images de deux points différents. On a précisément 
introduit les coupures pour que les points du plan des w situés a 
Vintérieur ou sur le périmétre du rectangle des périodes (R) et 
les points du plan des y se correspondissent d’une facon wni- 
rogue. 


592. Les propriétés énoncées de la fonction arg py sont main- 
tenant évidentes; elle est holomorphe dans le plan coupé en vertu 
de la théorie des fonctions implicites (note 1, n° 357). Quelques 
autres propriétés de la méme fonction se déduisent immédiate- 
ment des remarques suivante s. 

Les paralléles aux cétés du rectangle (R) ont pour images, dans 
le plan des y, des ares de courbes algébriques, comme il résulte 
de la formule d’addition de la fonetion pw. Considérons en parti- 
culier, dans Je plan des w, le segment de droite qui va de w,4- $3 
a 53; il partage le rectangle (R,) en deux rectangles (7), (72) 
dont le second repose sur l’axe des quantités réelles. 

La premiére formule (LX,), en y supposant # = 3 et en y fai- 
sant u = u'— 4s, donne 


Vs eee on x 3) — €3 = k(e,— 3). 


Si w' est réel, les deux facteurs qui figurent dans le premier 
membre sont conjugués; leur produit représente la distance du 
pot y = p(u'+ 43) au point e;, distance qui est constante en 
vertu de légalité méme; le point p(u!+ }w;) est done sur le 
cercle (e;) de centre e; et de rayon k(e, —e3); les points e, es 
sont symétriques (n° 559) par rapport a ce cercle; lorsque w’ varie 
de w, a0, le point w= w'+ $3 décrit dans le plan des wu le seg- 
ment considéré, et son image vy = pu décrit, dans le plan des y, 
du point p = e;+ k(e,—e;) au point g =e, — k(e,— es), la 
moilié du cercle (e3) située au-dessous de l’axe des quantités 
réelles, puisque uw se meut dans (R,). Liimage de (7,) se fait a 
Vintérieur de ce demi-cercle, celle de (7) sur la région du demi- 
plan inférieur qui est en dehors. Désignons par (ry (fay pees rec= 
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tangles qui, dans le plan des uw, sont, parrapport a l’axe des quan- 
lités réelles, les symétriques des rectangles (7), (7); leurs images 
seront, dans le plan des v, symétriques par rapport aVaxe des 
quantités réelles des images de ces derniers rectangles; l'image 
du segment qui va de w,— 4; 4 — 4ws se fait sur la moitié su- 
périeure du cercle (e3). En représentant par w,¢-+ 307! Ja valeur 
de arg py, | ¢’| sera inférieur ou supérieur a 4 


2) 


suivant que y sera 
extérieur ou intérieur au cercle (é;). On démontrerait de méme 


que image du segment qui va de }w,—, a $w,-+ 0, est un 
cercle (e,) de centre e, et de rayon k'(e,— es); suivant que le 
point y est extérieur ou intérieur a ce cercle (@,), | ¢| est inférieur 


ou supérieur a §. 


593. De Végalité 
1 d 
= a = ae are py, 


Vs 
Eins 5 wise way : j ; 
on déduit maintenant que Vintégrale i “_, oti le chemin qui 
) 


igi = Vi 


va de 7; 4 v2 ne traverse pas de coupure et ou \/Y a le sens précisé 


au début, a pour valeur arg py, — arg py. Ce résultat subsiste 
si le chemin d’intégration suit le bord dune coupure, sans la tra- 
verser. 

Si le chemin dintégration traverse la coupure, nous convien- 


drons de désigner encore, en chaque point de ce chemin, par /Y 
la fonction de vy, holomorphe dans le plan coupé des y, définie au 


début, tandis que nous désignerons par \/Y la fonction obtenue 
’ I 5 par y > 
par continuation, le long du chemin d’intégration, de la fonction 


qui coincide avec \/Y au début de ce chemin. Si cette fonction \/ Y 
coincidait avec \/Y avant de traverser une coupure, on aurail né- 


cessairement \/Y = —\/Y aprés avoir traversé cette coupure, et 


Vo 
: ; bch fee . ak 
inversement. Pour évaluer l’intégrale if : i prise le long d'un 
Aire 


chemin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconque de 
fois les coupures et qui va d’un point quelcongue y, du plan des y 
A un point quelconque jy» de ce plan, sans passer toutefois par 
les points e€,, @2, 3, 11 suffira de fractionner le chemin donné en 
parties qui restent chacune dans le plan coupé et d’évaluer sépa- 
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rément chacune des parties correspondantes en remplagant, sui- 
vant les cas, \/Y par \/Y ou par — Wave 
Me Rr : 
Supposons, par exemple, que le chemin d’intégration traverse 
une seule fois la coupure de bas en haut en un point «. Nous dis- 


: i 
tinguerons les deux points a’, 


qui coincident avec , mais qui 
sont situés le premier sur le bord inférieur, le second sur le bord 


supérieur de la coupure, et nous aurons 


a! 


ie dy if dy a dy fit dy ae dy 
————_. = | i Sse 3 
V1 or VY a VX CNet a2 VY VY a VY 


de Yio ae 


ou l’on doit prendre le signe inférieur dans le cas seulement ot 
l’on traverse la coupure entre e, et ¢;. On aura donc, en obser- 
vant la méme régle pour les signes, 


) 
d : ; FE : 
AE J = (arg pa’ arg pa’) — (arg py, arg pye); 
net —V¥ 


@ailleurs la premiére parenthése se réduil a 2w,, 23 Ou 0, sul- 
vant que @ est emtre €; el €5, €5 eb €3, €3 el —— co. 

Nous nous contentons de signaler les résultats suivants, que 
on peut d’ailleurs lire sur la figure (A), 


f[ eee { ieee -f ie = Ws, ie pad apae 2 Wi, 
*: 4a —VY as Ch Maa VY 23 7, VY VY 


iy 


la seconde et la troisiéme intégrales étant prises sur le bord infé- 
rieur de la coupure. Si on les prenail sur le bord supérieur de la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 


Ces formules peuvent étre encore écrites sous les formes 


(CXXX) cine va f Ey, fhe E dyes, 
es | VY | | VY | ye “es | VY | Y 


ey Poe 


Pour 23 = 0 (é: =0, e¢; = —e,, k2 =4), on a en particulier 
W: ‘ : : 
On eh la figure formée par les quatre points 0, ©), 04+ 03, 03, 


est un carré. 
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II. — Evaluation des intégrales de la forme 


i dy 
a Vix = é1) (Vy — 5) Cy — 3) 


prises le long d’un chemin quelconque, dans le cas ou es est un 
nombre réel et ot ¢;, e; sont des nombres imaginaires conjugués. 


594. Supposons maintenant que deux des racines de Y soient 
imaginaires. Reprenant les notations du n° 565, nous sup pose- 
rons ¢, = A=- Bt; €3 =A — Bl, é5 = — 2A,.B > 0} w, et 5 sont 
formés comme on I’a expliqué dans le méme numéro, et sont des 
quantités conjuguées; on les calculera au moyen des Tableaux 
(CXXYV) ou (CXXVI). Les quantités \/es — e,, \/es 


conjuguées, comme il résulte, si l’on veut, des formules (XI,). Il 


@3 sont aussi 


est aisé de vérifier que les signes de la partie réelle et du coeffi- 


cient de 7 dans \/Y ne peuvent changer que sur l’axe des quantités 
réelles et sur l’hyperbole (H) qui, cette fois, passe par les points 
€,, €;. Ces signes sont indiqués sur la figure (B) du Tableau 
(CXXX1), en supposant yx o pour les grandes valeurs posi- 
tives de y. La figure (B) correspond au cas ot gy et €2 sont posi- 
ufs; les modifications relatives aux autres cas n’échapperont pas 
au lecteur; si en particulier gy était nul, hyperbole (H) se dé- 
composerait en deux droites passant par lorigine et inclinées de 
60° et de 120° sur l’axe des quantités positives. 

Dans le plan des y, du point e, comme centre, avec un rayon 


égal a la quantité positive er == & Ve2— e,, décrivons un cercle 
que nous désignerons dans ce qui suit par (@2); 11 passe par les 
points e,, e; et rencontre l’axe des quantités réelles en un point m 
situé entre €2 et +o, et en un point 7’ situé entre €2 et —o. 
Observons de suite que l’on a, en vertu des équations (XVI), (VIp), 


Vez — &1 Vex — es a )> 


nM = @; 


S) 


m= €,—Ve2— Vere. =p 


Pratiquons une coupure allant de e, ae; le long de ce cercle, en 
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passant par le point m, puis le long de l’axe des quantités réelles 
de ma —. Le bord supérieur de cette derniére coupure de — 2 
4 m sera supposé conuinué par le bord intérieur de la coupure cir- 
culaire de m a e,; le bord extérieur de la coupure circulaire va 
sans interruption de e, a é;; le bord intérieur de la coupure cir- 
culaire de e; & m est continué par le bord inférieur de la coupure 
rectiligne de m a—%; le bord de chaque coupure est regardé 
comme faisant partie de la région du plan qu’il limite. Dans le 


plan coupé, JY est une fonction holomorphe de y. 


[l existe une fonction que nous désignerons par arg py et qui 
jouit des propriétés suivantes : elle est holomorphe dans le plan 
coupé; en tout point de ce plan ona 


plargpy) =7; 


sa dérivée est en désignant pary Y la fonction holomorphe pré- 


cisée plus haut. Quand y n’est pas sur une coupure, on peut mettre 
arg py sous la forme 4 (w,-+- 3) 2 -+- (w3 — w,) tl, ou Z el ’ sont des 
nombres réels vérifiant les conditions o<é<1, —1<U<1; 
t’ est toujours de signe contraire au coefficient de ¢ dans y. 


Quand y est sur la coupure circulaire, arg py peut se mettre sous 
A! 
lorsque y est sur le bord extérieur de la coupure; ¢,; est compris 


soit entre —} et —1, soit entre 4 et 1 lorsque y est sur le bord 


la forme 


(W,-+ @3) + (W3 — W,) ty; ¢; est compris entre —+ et 


intérieur de la coupure suivant que y est dans la moitié supé- 
rieure ou inférieure du plan; en deux points qui coincident, 
mais sont sur deux bords opposés, la somme des valeurs de ¢, est 
égale a1. Quand y est sur la coupure rectiligne, arg py peut 


étre mis sous la forme == (w3;—w,) +4$(w,-+ 03) ou sous la 
forme =-(;— ,)é,, suivant que y est compris entre m et @, ou 
entre €, el — co; on doit prendre les signes supérieurs ou infé- 
rieurs suivant que y est sur le bord supérieur ou inférieur; ¢, est 
réel, compris entre o et 1; en deux points qui coincident, mais 
sont sur deux bords opposés, les valeurs de ¢, sont les mémes. En 
se reportant au Tableau (CXXIX;_,) on peut done caleuler dans 
tous les cas, sans ambiguité, la valeur de arg py connaissant la 
valeur de 7. 
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595. On arrive a ce résultat en étudiant l'image obtenue dans 
le plan des y, par la transformation y = pu, du rectangle (R) 
dont les sommets sont $(3,;— 3), $(30;—,), ©3— ©), © — Os, 
rectangle dans lequel l’équation (en vw) pw —y =o admet une racine 
qui, en général, est unique; si toutefois cette racine est figurée 
par un point du périmétre du rectangle, le point symétrique par 
rapport a laxe des quantités réelles est aussi une racine. Ceci ré- 
sulte aisément de ce fait, que le losange dont les sommets sont 0, 
204, 20, + 203, 203 est un parallélogramme des périodes, et de 
ce que la fonction pu prend des valeurs égales en des points sy- 
métriques soit par rapport a w,, soit par rapport a w,. 

L’axe des quantités réelles du plan des wu sépare le rectangle (R) 
en deux rectangles (R,), (Ry) dont le premier est situé au-dessus 
le l’axe; les images de ces deux rectangles étant symétriques par 
rapport a l’axe des quantités réelles du plan des y, il suffit d’étu- 
dier ’image du premier. On substitue, a cet effet, A ce rectangle 
(R,) une figure infiniment voisine (5,) que Von obtient en décri- 
vant a Vintérieur de (R,), avec des rayons infiniment petits, des 
points O, W3 — w, el Ws comme centres, dune part deux quarts de 
cercle, de ]’autre un demi-cercle, et en supprimant les petites par- 
ties de (R,) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La 
figure (S,) a huit cétés, cing rectilignes, trois circulaires. Dans 
cette figure et sur le contour, les fonctions pu, p'u sont holo- 
morphes, la seconde ne s’annule pas. Supposons que le point wu 
parte du sommet de (S,) infiniment voisin de o, situé sur laxe 
des quantités réelles, puis décrive le contour de (S,) dans le sens 
direct. Son image vy = pu, dans le plan des y, partira d’un point 
voisin de + , sur l’axe des quantités réelles et suivra Vabord cet 
axe jusqu’au point m. A parur du point m, limage y= pu se 
mouvra sur le cercle (e2) ainsi qu’il résulte de la formule 


WwW), + Ws - W,+ We ~*~ 
\ p ate Les 4 C2 \ AO) | a ets UL ) Say a 
2 BK / 


qui montre que la distance du point pw au point é, reste constante 


tant que le point w est sur la perpendiculaire 4 l’axe des quantités 
réelles menée par $(w,+-;); quand w décrira le cété de (S,) qui 
va de $(w,;+- 3) a un point voisin de ws, le point y = pu, partant 
de m, suivra le cercle (e.) en descendant dans la région inférieure 
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du plan des vy, comme il résulte du principe de la conservation 
des angles, et s’arrétera en un point voisin de e3. Le point wu dé- 
crivant ensuite le petit demi-cercle autour de w;, son image y— pu 
décrira approximativement un pelt cercle autour de e; en tour- 
nant dans le sens indirect, comme il résulte du développement de 
p(w; -+ wu) suivant les puissances de wu. Le point u décrivant le 
cété suivant de (S,), son image remonte le long du cercle (e,) de 
3 4m, en sorte que les images des trois cétés de (S,), qui relient 
$+(M,+ 03) a $(303;—,), forment un lacet a luge circulaire. 
Quand w décrit le cété qui va de $(3w3;—w,) a un point voisin 
de w; —w,, son image va de m a un point voisin de ey sur laxe 
des quantités réelles. Quand wu décrit le quart de cercle autour de 
W3— ©,, son image décrit approximativement un demi-cercle in- 
finiment petit, de centre ey, en restant au-dessous de l’axe des 
quantités réelles. Le cété suivant a son image sur l’axe des quan- 
tités réelles, d’un point voisin de e, 4 un point voisin de —co. 
Enfin le dernier cété, le petit quart de cercle, a pour image un 
demi-cercle de centre 0, de rayon infiniment grand. 

Il serait aisé de reconnaitre que l’arc du cercle (e2) qui va de e; 
a m’ est Vimage du segment qui va de w; a (3 — 0). 

En répétant le raisonnement du n° 508, on voit maintenant que 
Pimage de (R,) remplit le demi-plan des yy, au-dessous de l’axe 
des quantités réelles. L’image de (R.) remplit done le demi-plan 
au-dessus. Ainsi l'image de (R) remplit le plan tout entier. Il con- 
vient, pour la continuité, de regarder les images des portions du 
périmétre qui vont de 0 Aw; — w, et de 0 a w,—w3 comme se 
faisanlt respectivement sur les bords inférieur et supérieur de la 
coupure rectiligne qui va de — « a ey; les images des cétés qui 
vont de w; — w,A4(303— w,) et de ;— 03 2$(30,— w3) comme 
se faisant sur les bords inférieur et supérieur de la coupure recti- 
ligne qui va de e, a m; les images des portions de cété qui vont de 
7(33;— 0) a w; et de $(3,— 3) A w,, comme se faisant sur le 
bord intérieur de la coupure circulaire qui va de m a e; et de m 
a e,; enfin les images de la portion de cété qui vade w; aw, comme 
se faisant sur le bord extérieur de la coupure circulaire qui va de e; 
i e,. Cette description suffit, en raisonnant comme au paragraphe 
précédent, a justifier la proposition annoncée; elle montre la né- 
cessité d’introduire les coupures considérées, et donne les rensei- 
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gnements essentiels sur les valeurs que prend la fonction arg py 
sur les bords des coupures ('). 


596. Les conclusions sont analogues a celles du paragraphe 
précédent et ’on obtient aisément les résultats suivants : 


y 


fe dy Wo i dy ip dy (Dy == ar 
SS SSS a h =- = : 
CATR tae VY 2 Ee WX i eae VY 2 


ey e 


(') Des considérations toutes pareilles s’appliquent a la détermination de l’in- 
; dx a ae 4 oer : : : au 
tégrale ee > ou X = (1— &) (1— Kk’ a"), prise le long d’un chemin déterminé, 


lorsque A? est réel et plus petit que 1. Dans le plan des 2 on pratique deux cou- 
pures le long de l’axe des quantités réelles de +1 4 +, de —1 4— ~. La fonc- 
tion VX assujettie a étre égale a 1 pour =o est alors définie sans ambiguité 
dans tout le plan, y compris les bords supérieur et inférieur des coupures. Sil’on 


rrr 


Ds er 
»,ou K 
< 


considére la fonction sn(uw|7) formée au moyen de la quantité + = 


et K’ ont le sens précisé au n° 521, il existe une fonction que nous désignerons 
par arg sna qui jouit des propriétés suivantes : elle est définie pour toute valeur 
de z appartenant au plan coupé; en tout point de ce plan elle vérifie la relation 


iee rats T . = ae 
sn (arg snz) = a; sa dérivée est Vx ; on peut Ja mettre sous la forme Ké+-iK't’, 
xX 


ou é et t’ sont des nombres réels compris entre —1 et +1, et respectivement de 
mémes signes que la partie réelle et le coefficient de z dans 2. Quand & n’est pas 
sur une coupure, ¢ et ¢’ sont différents de 1. Quand @ est sur la coupure de 
droite, argsnz est de la forme K--/K’¢, ou +iK’+ Ké,, suivant que & est 


if I ¢ = pe . 
entre 1 et Z ou entre j et + 2%; on doit prendre le signe supérieur ou le signe 
a iC 
inférieur suivant que x est sur le bord supérieur ou sur le bord inférieur; ¢, est 


réel compris entre o et 1; on a, en particulier, 


: I ie : 
arg sni = K, arg sn 7 = = iK’+ K; 
au 


les valeurs de ¢, pour deux points qui coincident, mais appartiennent a deux 
bords différents, sont égales. Quand zw est sur la coupure de gauche, arg snz est 


oo r . It 
de la forme — K=/K‘é, ou 7 K’'— Ké,, suivant que x est entre —1 et — Zo 


u 


t Shah : R : A 
entre —— et — «; Ja signification de ¢,, la régle des signes restent les mémes; 


‘ 
on a, en particulier, 


\ 


) = = [aan 


= / I 
arg sn(—1) = — K, arg Sn .== 5 
\ k 
On parvient ace résultat en faisant l’image, sur le plan des x, du rectangle du 
plan des w dont les sommets sont les points == K 7K’, image qui se déduit par 
symétrie de celle du rectangle dont les sommets sont 0, K, K + cK’, 7K’. 

Il est maintenant clair que, si l’on se donne x, on pourra calculer arg snz sans 
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les deux derniéres intégrales étant prises le long des bords intcé- 
rieurs de la coupure circulaire ; 


alts eee fy Sg Os 


“es 


ou, dans la seconde intégrale, le chemin suit le bord inférieur 


de Ja coupure rectiligne ; 


1 pr dy 
yy —-— == Ws ou Wy SS 3, 
e a VV 


suivant que @ est positif ou négalif; dans cette derniére égalité les 


valeurs de\/Y se déduisent par continuation de la supposition 
VY = VY pour les points y du chemin d’intégration situé en des- 
sous de l’axe des quantités réelles. De ces formules, on déduit sans 
peine celles du Tableau (CXXX1); toutes ces formules se lisent 
dailleurs sur la figure (B) du méme Tableau. 


IlI. — Substitutions linéaires permettant de transformer 


dz dy 


en : 
fAzs'+ 4Bz3+ 6Cz2+4Dz2+E Viy?— boY — 8 


597. Nous allons montrer maintenant comment toute différen- 


i dz 5 > : 
tielle de la forme 7g7 Oh Z est un polynome quelconque du troi- 


\ 


siéme ou du quatriéme degré a racines inégales, se raméne a une 


différentielle de la forme - ra OU = Ay oy ee pak 


une substitution linéaire définie par Pune ou lautre des formules 


ambiguité a Paide des séries (CXXVII,), pourvu que, quand & est sur une cou- 
pure, on dise sur quel bord il se trouye. Il résulte de la théorie des fonctions 
implicites que arg sna est une fonction holomorphe dans le plan coupé des z. 
Les conséquences de ces propositions, pour le calcul des intégrales de la forme 


(OP cl he 5 Ros 5 : 
ee ot X= (1— a) (1— k? a’), 0 < k* <1, sont toutes semblables a celles qui 


dy 
~—>; le 


Bia 


ont été développées dans le texte pour les intégrales de la forme 


lecteur les établira sans peine. 
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équivalentes de la forme 


ey ep $z—8 5 10 — By 


.? y= = = if ae ? 
Ve aim 1) SS g mr) * > WS = Cy 


ott 4, 8, y, 6 sont des constantes telles que #5 — Sy soit différent 
de zéro. Par ces formules, les points du plan des y et ceux du plan 
des z se correspondent dune facon univoque. 

Nous réunissons, dans ce qui suit, quelques propriétés géomé- 
triques importantes de cette correspondance, grace auxquelles le 
lecteur n’aura aucune peine a établir les résultats ultérieurs. Nous 
supposons y différent de 0, sans quoi la correspondance se rédui- 
rait a une similitude. 

Nous désignerons par T et S les points respectivement situés 


dans le plan des < et dans le plan des y dont les affixes sont ~ el 
5 ; . ; z 
—= @ le point T correspond a y=, le point S a z= x. A tout 


cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond 
un cercle du plan des y, cercle qui passe par $ sil correspond a 
une droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T 
correspond une droite du plan des y, laquelle passe par s si elle 
correspond a une droite. Ces propositions résultent de ce que la 
formule de transformation peut s’écrire 


Sit GE ee Ya ei) SF Si, 3) a 


i 


I SI Bie Oo Seo, 


en désignant par 7, V2, 73 les points du plan des y qui corres- 
pondent aux points 3,, 32, 23 du plan des z, lesquels peuvent étre 


1 


pris arbitrairement. Si lV’argument (trigonométrique) de —— 


t 


1 
S2 
reste constant, en sorte que le point zs décrive un cercle passant 
OS 


=I 


et le point y décrira un cercle passant par les points 71, 72. De 


par les points z,, 22, argument de restera aussi constant, 


méme, si la valeur absolue de ——— reste constante, en sorte que 


2 — Zo 


le point s décrive un cercle par rapport auquel les points 3,, 32 


: raked ; Lv Vaan 
soient symétriques (n° 559), la valeur absolue de ~——_ 


= 


restera 


constante, en sorte que le point y décrira un cercle (ow une droite) 
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par rapport auquel les points 71, 2 seront symétriques. La trans- 
formation précédente conserve donc la symétrie des points par 
rapport aux cercles et aux droites. La méme conclusion résulte 
aisément du principe de la conservation des angles et de la consi- 
dération du faisceau de cercles orthogonaux a un cercle qui 
passent par deux points symétriques par rapport a ce cercle. Le 
centre d’un cercle et le point « de son plan peuvent étre regardés 
comme symétriques. Si donc on désigne par (C) un cercle ou une 
droite du plan des y, par (D) le cercle ou la droite du plan des z 
qui lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, dans le 
plan des z, du point du plan des yv symétrique de $ par rapport 
i (C), le centre de (C) sera le correspondant, dans le plan des y, 
du point du plan des z symétrique de T par rapport a (D). Si (C) 
et (D) sont des cercles véritables, les points S et T sont respec- 
livement extérieurs tous les deux, ou intérieurs tous les deux, aux 
cercles (C) et(D); dans le premier cas, les parties des plans des y 
etdes s respectivement extérieures ou intérieures aux cercles (C), 
(D) se correspondent; dans le second, la partie intérieure a un 
cercle correspond a la partie extérieure a l’autre. Si T est sur le 
cercle (D), (C) est une droite partageant le plan des y en deux 
régions; celle qui contient § correspond ala région du plan des s 
extérieure a (D). De méme, si (1D) est une droite et (C) un yéri- 
table cercle, passant nécessairement par S, la région du plan des = 
qui contient T correspond a la région du plan des y extérieure au 
cercle (C). Si (D) et (C) sont deux droites passant nécessairement 
la premiére par T, la seconde par S, la correspondance entre les 
points des deux droites est homographique, en sorte que, si le 
point z décrit la droite (D) toujours dans le méme sens, en pas- 
sant par T, le point y se meut sur la droite (C) en allant tou- 
jours dans le méme sens jusqu’au point a l’infini dans cette direc- 
lion, point qu’il atteimt quand z arrive en T, passe brusquement, 
dés que le point z dépasse T, au point a l’infini dans l’autre direc- 
lion et recommence a se mouvoir dans le méme sens que tout 
Vabord. 

Quand le point s décrit une courbe continue qui ne passe pas 
par T, ce mouvement méme définit a chaque instant la région voi- 
sine du plan des z quwil a asa droite ou a sa gauche; de méme le 
mouvement correspondant du point y. En vertu du principe de Ja 
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conservation des angles, les deux régions a droite se corres- 
pondent dans les deux plans, ainsi que les deux régions a gauche. 
Cette remarque s’applique naturellement aux cas qui viennent 
d’étre passés en revue. Faisons encore l’observation suivante : 
si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si l’on fait 
tourner (D) uniformément autour de T, (C) tournera uniformé- 
ment autour de $; les deux révolutions seront synchrones et les 
sens de rolation inverses. 


598. Par la substitution précédente, l’expression différen- 


. az " Su we ae 
tielle Tz. ou Z est un polynome du troisiéme ou du quatriéme 


aun : Saas : : dy ‘ 
degré, a racines inégales, se change identiquement en ——, si 


Von pose 


Y est un polynome du quatriéme degré, qui ne s’abaisse au troi- 


: 5 : 5 ; mae 
siéme que si — est racine de Z ou si, Z étant du troisiéme degré, 
vy est nul. 

Si le polynome Z = Az'+ 4Bz?+ 6Cz?+ 4Dz+E est du 
quatriéme degré, nous désignerons ses racines, rangées dans un 
ordre que nous nous réservons de spécifier, par 31, 32, 33) 343 
si nous ne voulons pas spécifier cet ordre, nous désignerons par 
A, vy ¥, @ les nombres 1, 2, 3, 4 rangés dans un ordre déterminé 
quelconque et nous emploierons les notations 5), zy, 2y, 3, pour 


désigner les racines. Si A est nul, nous supposerons ) = 4, et 
cest la racine % ou Z, qui disparaitra, ou, si on veut, deviendra 
infinie. 

Nous allons chercher a déterminer les coefficients de la subst- 
tution linéaire de fagon que Y soit de la forme 4y7*— g2y — g;. 
A cet effet, nous choisirons d’abord une des racines de Z pour fi- 


A a . ‘ 6 
gurer a la place de - dans la formule de transformation qui le v 
EY 
if 


4 z, afin que Y soit du troisiéme degré ; si nous désignons la ra- 
cine choisie par Z,, nous pouvons écrire cette formule 
iD 72 


re 
Wf a 5— 3p 


== 25 - 
r 


T. et M. —IV. 


iS] 
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en désignant par m el n des constantes. Le polynome Y, ordonné 
suivant les puissances de y + 7, prend alors la forme 


my 


1 : I m m2 ; 
if fi aaa ef a, Us Or, ae TV 
(a) N= Lhd - nye 3 Loy + n) oe Lo(y py rates LZ) 


ot Z,, Z;, Z;, Z; désignent ce que deviennent les dérivées de Z 
Ly iy im 
pour s = 3p; il aura la forme voulue 47° — g2y — gs si lon dé- 
termine m et n par les conditions 
I 
: 3h ot 


as = 
Tea : ii. 


on trouvera ensuite, par un calcul élémentaire, 
pe ABE Ce-s (BDA It) NCE eo BOD =A bee ee ances 


$2 et gy sont les deux invariants de la forme Z; ils ne dépendent 
pas de la racine z, que l’on a choisie. 

Nous rappelons ici la composition des inyariants 9», g3, au 
moyen des racines de Z. Sil’on pose 


L = (4, — 23) (42 — 4,), M = (41— 4e) (33 — 34), N = (31— 2,) (22 — 2s), 


on aura (') 


L=M+N 
et 
Ne ee he beara 5 Al hte eae a 
feng oetiame ye an ne ad ler N)(M—N). 


Si Z = az'+ 3b2?+ 3cs+-d est du troisiéme degré, on trou- 
vera, pour les invariants 2», g3, les valeurs 


By 
S 
| 


J € a 5 
(6? — ac), f= (3abe — atd — 203). 
; 


x1 Go 


; : Shae ‘ dz ; 
| Dans ce cas, expression différentielle pe changerait encore 


OS AED 


en id par la substitution enti¢re y= ———, en supposant 
x i 4 

jL= =e VY et en conservant pour gy et gy la mé ignific 

vVi=—— pour gy et g; la méme significa- 


(') Voir par exemple le Traité d’Algéebre supérieure de M. H. Weber, t. I 
p. 242 de la traduction francaise de M. Griess. 


) 
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tion; nous ne parlerons plus de cette substitution entiére, dont 
Pétude n’offre aucune difficulté. | 


; ; : : nae : dz : 
En résumé, si, dans Il’expression différentielle Te on fait la 
substitution 
ae 7 1 , 
7 1, in I 7 E v§ 
(CXXXIF,) PG = So 4 te, Be — — Why ' ey ; 
ON aoe ee. a4 5 5— 4p 


ou Z, est une racine de Z, cette expression différentielle prend la 


forme — OM 


,oulona Y=4y?— goy 


= 3. Ein deux points cor- 
respondants y, 3, c’est-a-dire en deux points dont les affixes sont 
liées par la relation (CXXXII,), les valeurs des radicaux sont liées 


par la relation 


ae 


= 4 I " 7 
mee Ls, aa a 


a i 
(CXXXIL) VY = 7—-*- 
EN ge mmc. 


Si Pon veut appliquer les remarques du n° 597, on devra rem- 
placer T par 3, et S par 3; Z,. 

Les racines €,, @2, @3 de Y se déduisent des racines de Z. Lors- 
que Z est du quatrieme degré, nous désignerons respectivement 
par €g, €g, ey les valeurs de y qui correspondent (au sens précé- 
dent) aux valeurs 3), Zy, y de z, le point o du plan des y cor- 
respondant a z,. Si Z est du troisiéme degré, nous désignerons 
par eg, ey les valeurs de y qui correspondent respectivement a 
Zy, Sy: ce sont deux racines de Y; on trouve d’ailleurs aisément 


- = Tt " a T "4 ‘ 
€3 = a Zy, ey = af Zu, ; 
la troisiéme racine e, de Y apparait sur l’expression (a) de Y, ou 
Von doit supposer Z’= 0; elle est —rn= 4 Z, = S$; elle corres- 


pond au point © du plan des z. 


599. Nous supposerons désormais que les coefficients de Z 
sont réels; il en sera de méme de g», gy, si méme on a employé 
une substitution imaginaire. On a dés lors, en faisant se corres- 
pondre les valeurs de y et de z, ainsi que les chemins d’intégra- 
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tions et les valeurs des radicaux, 


7 


{4% =i | = arg py" — arg py! 
Fe rae te) aay ‘i : 
Via i ae ae VY 


pourvu que le chemin d’intégration relatif a la variable y ne tra- 
verse pas de coupure dans le plan des y. Il est bien naturel de 
tracer dans le plan des z des coupures qui correspondent a celles 
du plan des y; elles seront les images, dans le plan des s, des cétés 
du rectangle (R) du plan des w, résultant de la transformation 


et elles permettront de se passer de la variable intermédiaire y. 
Dans le plan des z coupé, VZ: sera d’ailleurs une fonction holo- 
morphe de z, définie, en tel point que l’on voudra, par la for- 
mule (CXXXIT,), ou //Y a le sens quia été précisé dans les para- 
graphes précédents. A la vérité, dans les applications, c’est la 
détermination de JZ qui est donnée, et l’on en déduit celle de \/Y 
par la formule (CX XXI1,); si la détermination ainsi obtenue pour 


\/Y est contraire a celle cae a été précisée dans les paragraphes 
orécédents, la valeur fe ee sera égale a arg — are 
| ’ a, 8° arg py’ spy: 


La construction des coupures (rectilignes ou circulaires) du plan 
des s n’offre aucune difficulté : il suffira, dans les différents cas, 
de se reporter aux propriétés géométriques que nous avons réunies 
au n° $97, et nous nous contenterons d’expliquer nos notations et 
d’énoncer les résultats essentiels afin de rendre intelligibles les for- 
mules et les figures de notre Tableau de formules. 

Observons encore, en général, qu’on peut choisir arbitrairement 
la racine Z, qui figure dans la formule de transformation, mais 
qu il y a avantage, quand on n’enyisage que les valeurs réelles 
de zs qui rendent Z positif, 4 choisir une substitution réelle et telle 
que les valeurs correspondantes, de y soient supérieures aux ra- 
cines réelles de Y, afin que les valeurs de arg py soient réelles; 
on verra que cela est possible, sauf dans le cas of les racines de 1 
sont toutes les quatre imaginaires. De méme, si l’on considérait 
les valeurs réelles de z qui rendent Z négatif, il y aurait inté- 
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rét a choisir la substitution de fagon que les valeurs correspon- 
dantes de y fussent inférieures aux racines réelles de Y, de facon 
que arg py fit purement imaginaire. 

On pourrait, dans ce qui suit, supposer que dans Z le coef- 
ficient de la plus haute puissance de z est positif, car si la fone- 


tion \/Z est bien définie, il en sera de méme de la fonction 


V—Z=iVZ; si done, le long d’un chemin déterminé, on sait 


ee 2 oles 
effectuer Vintégrale ==> on saura effectuer, le long du méme 


v—Z 
dl. 


chemin, l’intégrale - 
VZ 


IV. — Cas ou A est nul. 


600. Examinons maintenant les différents cas. Supposons d’a- 
bord que Z= az? +... soit du troisiéme degré; nous suppose- 
rons@ > 0; silen était autrement, on pourrait utiliser la remarque 
précédente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer z 
en — %. 

Il y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines 
de Z. Si ces racines sont réelles, toutes les substitutions seront 
réelles, ainsi que les racines de Y; si Z n’a qu’une racine réelle, 
il y aura une substitution réelle par laquelle correspondra, a la ra- 
cine réelle de Z, une racine réelle de Y; les deux autres racines 
de Y seront conjuguées. 

Placons-nous d’abord dans le cas ot les racines de Z sont réelles 
et désignons-les par Z,, 32, 33 en Supposant 3, > 3) > 33; on sup- 
pose aussi, comme d’habitude, e, > e, > e;. Ces suppositions, 
jointes aux relations, bien aisées a démontrer, 


a 
(3p — 4y), Cy — Cy = = (4p — Zp), 


S18 


€qa — C8 


ot la correspondance entre les deux systémes de racines est celle 
qui a été expliquée n° 598, permettent de montrer que l’on a né- 
cessairement «=p, B=v, y =p. Aux points 0, Zy, 4, 3p du plan 
des z correspondent les points é,, ey, ey, © du plan des y. Cette 
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correspondance est donnée en détail par le*Tableau suivant pour 
les différents cas 9 =1, 2, 3. 


a>o Ore 0 =o of 8) 
Zz ey i= Cn VY = C2 Va C3 
a= 5; Hes y=er y= ze 
VS == 55 VY =e a = OS WS 2) 
& = 4, ) ee) Vases Y= 
OO yore V =e, Y= &3 
Guce* t | ia t 
Sgn Z, Be ate 


La premiére colonne verticale contient les valeurs —, 33, 32, 
3,4, + «de < rangées par ordre de grandeurs croissantes; en face 
de ces valeurs, dans les colonnes suivantes qui se rapportent aux 
diverses valeurs de 9, sont placées les valeurs correspondantes 
de y; les signes 00 que l’on trouve pour 9 =1 eto =3 parm) 
ces valeurs signifient que, s croissant, vy, qui décroit en général, 
passe brusquement de —o a +o quand z traverse la valeur 2); 
le signe oo du cas 9 = 2 signifie au contraire que y, qui croit 
en général avec s, passe de +c 4 —oo quand ¢ traverse la va- 
leur s,. Le Tableau donne enfin le signe de Z, nécessaire pour 
déduire la définition de /Z de celle de \/Y. Les images des di- 
verses portions de coupure du plan des y se faisant, dans le plan 
des s, sur l’axe des quantités réelles, s’apercoivent immédiate- 
ment dans les différents cas. Pour 9 =1 ou 3, la moitié supérieure 
du plan des z correspond a la moitié inférieure du plan des y; 
pour p= 2, les moitiés supérieures des deux plans se corres- 
pondent. 

Si z ne prend que des valeurs réelles comprises entre 3, et +20, 
on prendra, dans les formules (CXXXIT, \9,) et dans le Tableau 
que nous venons d’écrire, 9 = 1; si z est compris entre Z. et Zs, 
on prendra soit ¢ 92, soit 9==3; aux valeurs de s comprises 
entre les limites d’intégration correspondent alors des valeurs 
de y comprises entre e, et + 0. De méme, si ne prend que des 
valeurs réelles qui rendent Z négatif, on choisira e de maniére 
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que, aux valeurs de s comprises entre les limites d’intégration, 
correspondent des valeurs de y comprises entre e; et —o. On 
obtient ainsi les formules (CXXXIII), ot il est toujours entendu 


que les quanuités w,, w; sont définies au moyen de @, és, é3 
comme au n° 597. 


601. La méthode s'applique naturellement au cas ot le poly- 
nome Z serait le polynome 43? — gos — gy et se reproduirait en 
quelque sorte par la substitution. Elle s’applique aussi trés ai- 
sément aux intégrales du type 


ib dz 
V 4e2(2 sE1) (nz —1) 


ole est égal a -+1ou a —1etotn est un nombre réel différent 
az 


hes(z 1) (ns —1) 


deo et de = 1. On trouve ainsi que l’expression 


d ‘ ; 
go Ee Sees Gt 82, &; sont donnés par les 
V4? — 627 — 8s 


se change en 


formules 


quand on remplace ¢ par lune ou Vautre des expressions 


a 3evy+nte I 367 22 9n—E I =e 


‘ a) od ») ¢ 
36y == 2n +1 i SE Sai 9 sey n+.’ 


les valeurs des radicaux /423(s 1) (ns —1), V4¥*— B27 — $3 
sont telles que leurs rapports soient respecuvement 


3 Baal) e(nz—t)? ae 
net tes ssi) aie 
‘ : Des 7 ere 70 
les racines €,, €2,€3 sont les trois nombres ee a = 
€ oe € 


rangés par ordre de grandeur décroissante. Dans toutes ces for- 
mules, les signes se correspondent. 
Si Pon applique ces substitutions en supposant la variable d’in- 
tégration réelle, on obtient en particulier les formules (CXXXIV). 
En remplacant 3 par x? et ¢ par + 1, on voit que les formules 


Se aes) 
Pes So NO = 


3y Eoan+iI ara 
i ? ae ae ee © 
Bil 25 DO Se 


z : es 
Sf 2B) 2 3? SS 0 Sei 
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; ; dx dy 
transforment expression ——— — en ——— 


(Ser—% x) ( I I —nz?) —Vhy? — £2 V - 
"3, 15 Cg, Cy ont les déterminations que nous venons d’écrire 


oO 
oO: 


OU 20, 


etou les valeurs des radicaux V/(=¢ 1—x?)(1— na), /4y?— 22 — 


sont telles que leurs rapports solent respectivement 


iW (Gah ae yy (na? — 1)? 
a > , Sa 
De Fea SSaV ae = 74) 2 


in désignant par / un nombre positif et en posant nr = h?, on ob- 
tient, en particulier, les premiécres formules (CXXXV); K, K’y re- 
présentent (CXIX,) les quantités x(k?), x/(k?), o& Pexpression 
de k? au moyen de h est indiquée pour les diverses intégrales 
enyisagées. 

Si lon remplace dans les mémes formules z par #7 et ¢ par —1, 
on voit que les formules 


a +t3y+tnte a —3sytoan+t Sais) 
p= — > nv = —~———__,, te 
Sy Han+t —3yqzn—2 —3y=zn—1 
: 3 : dx —dy 
transforment | expression : C) 
V(-Ei+@)(i— ne) hy fy — 8s 


Ott So, Sx, C1, C2, C3 Sont délerminés par les mémes relations pour 


¢—=—1etotiles déterminations des radicaux \/(==1-+ x?) (1— nx), 


V4? — gov — gs sont telles que leurs rapports soient respecti- 
vement 


n2 —+- 1)2 o nh 
ep Sy 2s 28 ; MAG la LEA y 
NS oan(ie oe D 
in désignant par # un nombre positif et en posant n —— h?, on 


obtuient, en particulier, les derniéres des formules (CXNXXYV). 


602. Plagons-nous maintenant dans le cas ot une seule racine 
de Zest réelle; nous la désignerons par sy; nous désignerons par 
S,, Zs; les racines qui sont la premiére au-dessus, la seconde au- 
dessous de axe des quantités réelles, et nous nous bornerons a 
la seule substitution réelle, qui correspond évidemment a la sup- 
position p = 2. Pour ce qui est de la fonction pu, on est dans le 
cas du n° 565; on doit done supposer eg réel, e, et es figurés par 
des points situés le premier au-dessus, le second au-dessous de 
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Vaxe des quantités réelles. Le nombre Z}, est réel et positif; pour 
les valeurs réelles de y, z et y varient dans des sens contraires; 
la moitié supérieure de l’un des plans correspond a la moitié in- 
férieure de Vautre. Aux points 0, 5, 5, 3; du plan des z, corres- 
pondent les points é2, 0, @3, e, du plan des y. A la coupure qui 
va, dans le plan des y, sur l’axe des quantités réelles, de e, 4 — x, 
correspond, dans le plan des z, une coupure qui va de — a Zo, 
le bord supérieur de la coupure du plan des z correspondant au 
bord inférieur de la coupure du plan des y. Au cercle (e,) du plan 
des y, de centre @, et passant par e,, ¢3 correspond, dans le plan 
des z, le cercle (z,) de centre zs, et passant par les points z,, 33; 


/ 


aug PON =) == 12 == ey S- | Ves — & Ves — | ot, dans le 
plan des y, le cercle (e,) rencontre, vers la droite, l’axe des 
quantités réelles, correspond, dans le plan des z, le point 


2 == M == zy + | 32 — 31 32 — 33 | ot le cercle (z,) rencontre, 
aussi vers la droite, l’axe des quantités réelles. A la coupure rec- 
tiligne du plan des y qui va de mA e, correspond, dans le plan 
des z, la coupure rectiligne qui va de Ma +, le bord supérieur 
de la coupure du plan des z correspondant au bord inférieur de la 
coupure du plan des vy. A la coupure circulaire du plan des y qui 
va de @, a @3, en passant par m, correspond, dans le plan des =, la 
coupure circulaire qui va de z3 a Z; en passant par M; le bord in- 
térieur de l'une des coupures correspond au bord extérieur de 
l'autre. Dans le plan des < ainsi coupé, \/Z est une fonction holo- 
morphe de z; elle est positive pour des valeurs réelles de s un 
peu plus grandes que Z.. La figure (C) du Tableau (CX XXVI) met 
en évidence la correspondance directe entre la variable wu et Ja va- 
riable z. Elle correspond au cas ot l’on a 2 > $(z,;+-43) et ou, par 
suite, €, est positif, en sorte que l’angle que font les deux vecteurs 
allant de 0 a w, et Aw est obtus. Dans tous les cas, les demi-cotés 
du rectangle (R) qui vont respectivement de 0 a w;— , et a 
W, — 3, ont leurs images sur les bords supérieur et inférieur de 
la coupure qui va de — <a 4p; les cétés qui vont de wo; —w, a 
+(3w; — o,) et de w,— w; a $(3w,—w ;) ont leurs images sur 
les bords supérieur et inférieur de la coupure qui va de + «2 aM; 
les quarts de cétés qui vont de $(3.3 — w,) a 3 et de 3(3, — 3) 
4 w, ont pour images les bords extérieurs des coupures circulaires 
qui vont de M az, etdeMaz;; le demi-cété qui va de w; a; a 
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pour image le bord intérieur de la coupure circulaire qui va de =, 
4 23. Les rectangles du plan des wu désignés sur Ja figure par (7), 
(72), (73), (7%) Ont respectivement pour images les régions Cia): 
(73), (75), (77) du plan des z. La démonstration des formules du 


Tableau (CXXXVI) n’offre dés lors aucune difficulté. 


V. — Cas ot A nest pas nul. 


603. Supposons maintenant que Z—=Asz‘+-,.. soit du qua- 
triéme degré. Placons-nous d’abord dans le cas ou les quatre ra- 
cines de Z sont réelles; les quatre substitutions possibles et les 
racines de Y sont alors réelles. 

Nous supposerons 7, >> 32 >> 23 >> 3,3 €1 > @2 > é3. La relation 
générale 


eg ey —_ : (4), og) ( Sy, — By), 


qu'il est aisé d’obtenir, permet de montrer que l’on a, quel que 
soit 9, et en distinguant les deux suppositions A2o, 


A A A 
KOS é; — @3 = = be 64 — @2 = — Mi €> —-163 = > N, k2 = 
4 4 4 
A A A 
Oy ween Ge mere Hel éj— €2 = — — N, €2—-@;=——M, k= 
i 4 | 


On remarquera que l’expression qui représente k? pour A 20, 
représente 4’? pour AS o. 

La correspondance détaillée des valeurs de z et de y est donnée 
dans le Tabkeau suivant, dont la description est trop analogue a 
celle du Tableau précédent (n° 600), pour que nous nous y ar- 
rétions, non plus qu’a ce qui concerne le sens dans lequel y varie 
avec Z, la correspondance des coupures, celle des moitiés infé- 
rieure ou supérieure des deux plans, le choix qu’il convient de 
faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les 
formules (CXXXII, 53), lorsqu’on ne considére que des valeurs 
réelles de s, ou enfin la déduction des formules (CXXXVII). 
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= A> 0. A = 0. 
ee Ee ee 
p=1 p=2 P= 3 p=' CHA p =2 e=3 p=4 

=| - | 
— —_ a UL Ue ibe; ” ALY " i! ly Ah | qi " 1 A Le? A 1 ly fie 
a < apt ant a, 23 | 34 24 | waa Qh 2 ars ee 
B= Sy e4 (2) 63 (sieico C3 e2 ey Bees 
| 
S>= 33 €2 ey + 9 €3 e2 €3 =e 0 ey 
i= lay \\ GE SIEaO e1 Oy ll ep = €3 C2 
ESR d) Sea ||| ee C4 e| SISICO ey ey C3 
Pies 1S Nee? 1 | 1 y 1 y 1 7] 17" 1 7!" 1 ” 
ee || oye ae 1743 a5 Lh Lopes 745 97 23 aE 4 
/ | | | 
Sen LZ, | : ! | | = | pon ate 


604. Supposons que les quatre racines de Z soient imaginaires. 
Nous nous bornerons au cas ot A est positif; nous désignerons 
par z, et z, les deux racines pour lesquelles le coefficient de ¢ est 
positif, , étant celle pour laquelle la partie réelle est la plus pe- 
Lite; et 53 désigneront les racines conjuguées de z, et s,. Toutes 
les substitutions sont imaginaires; mais il est aisé de voir que les 
racines @,, €:, @; sont réelles; nous supposerons toujours 


w- 


€, > €, > e 3. Nous choisirons la substitution qui correspond 
s,, © du plan des 


Ww 


3) 
correspondent les points e,,é@2.,0,S = + Z7 du plan des y, et l’on 


Ja valeur 4 de op. Alors aux points z,, 22, 33 
1 


~ 


é€; — @3 = L, A= C= M, Ca — 63 =* 


S| > 


Les quatre points 3;, Z2, 43, 5, sont surun cercle (c) dont nous 
désignerons le centre, situé sur l’axe des quantités réelles, par c, 
et les points d’intersection avec le méme axe par P,Q; P est sup- 
posé a droite. Le cercle (c) correspond a l’axe des quantités réelles 
du plan des y. A l’axe des quantités réelles du plan des 2 corres- 
pond, dans le plan des y, un cercle par rapport auquel les points 
2 et é; doivent étre symétriques, ainsi que les points e, et é.; 
c’est donc le cercle (e;) du n°? 592; le point S est nécessairement sur 
la circonférence de ce cercle; soient p, g les points de rencontre 
de cette circonférence avec l’axe des quantités réelles; nous dési- 
gnerons par ple point situé a droite (entre e ele,). Quand le pointy 
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décrit ( fig. A) axe des quantités réelles de — 2% a +2 il passe suc- 
cessivement par les points —0, 9, €3, €2, P, €1, +; le point cor- 
respondant < devra passer successivement par les points ,, Q, 33, 
Zo, P, 24, 3, du cercle (c) : il se mouvra dans le sens direct. Les 
points Q, P du plan des sz correspondent respecuvement aux 
points g, p du plan des y. Les régions du plan des z intérieure 
et extérieure au cercle (c) correspondent respectivement aux moi- 
tiés supérieure et inférieure du plan des y. Le point s du plan 
des y est donc sur la moitié inférieure du cercle (e;). Aux por- 
tions de coupures du plan des vy qui vont de —~ 4 és, de @3 a é2, 
de é) A e, correspondent, dans le plan des z, les coupures circu- 
laires qui vont de z, 4 23, de 23 4 Zs, de 3, &z,; il n’y a pas de 
coupure entre z, et z,. Le bord intérieur de la coupure circu- 
laire du plan des z correspond au bord supérieur de la coupure 


rectiligne du plan des y. Pour définir \/Z au moyen de \/Y, il est 


ii 


aise ae. 
4(S—4y)* 
qui figure dans la formule (CXXXII,); des considérations faciles 
de Géométrie élémentaire fournissent la régle suivante : soit A le 


commode d’avoir l’argument trigonométrique du facteur 


second point d’intersection avec le cercle (c) de la droite qui 
jomt 2, a 3; soit B le second point d’intersection de ce méme 
cercle et de la paralléle menée par Aa l’axe des quantités réelles : 
Yargument cherché est mesuré, en prenant pour unité le rayon 
du cercle (c), par larc qui va du point le plus haut de ce cercle 
au point B. On en conclut que la fonction \/Z, holomorphe dans 
le plan des z coupé, est positive pour s réel compris entre P et Q, 
négative pour les autres valeurs réelles de z. 

La figure (D) du Tableau (CXX XVII) indique la correspon- 
dance entre les variables s et u. Le périmétre du rectangle (R) 
du n° 591 fait son image sur les coupures, les segments rectilignes 
qui vont de 33 a w,++40 3 et de —Lw; a @,—wos; ont leurs 
images sur la moitié inférieure et la moitié supérieure de la cir- 
conférence du cercle (e3); au points —;', Z’ du plan des y cor- 
respond, dans le plan des z, le point o, et, dans le plan des w, un 
point wp» situé sur le segment qui va de w; 4 w,-+ 3 w3; le segment 
qui va de $3 a wy) a pour image, dans le plan des zs, la portion 
de laxe des quantités réelles qui va de Q & — 0; le segment qui 
va de uy aw, + 40 5 a pour image la portion de l’axe des quantités 
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réelles a va de + a P; enfin le segment qui va de —fu,a 
4 ,— $5 a pour image la portion de l’axe des quantités réelles 
qui va de Qap. Enfin, on a indiqué sur la figure par les signes 
(1 )s (75)5 (79), (77) les régions du plan des z ot se font les images 
des petits rectangles (7,), (72), (73), (r,). Ces explications suffi- 
ront au lecteur, pour établir les formules (CXXXVIIT) et pour 
reconnaitre en particulier comment on obtient les valcurs (réelles ) 


eS Rake ; : 
des intégrales de la forme i , quand < est réel et varie entre des 


hmites convenables. Au surplus, une autre méthode permettra 
bient6t d’obtenir ces intégrales, sans l’introduction de quantités 
imaginaires. Dans le cas ot Zest bicarré et ot, regardé comme un 


-2 


trinome du second degré en <?, il a ses racines imaginaires, les 
quatre points 3,, Z2, 23, , du plan des z sont les sommets v un 
rectangle; le pointe coincide avec le point 0; dans le plan des y, 
le points est 4 lintersection du cercle (e;) et de la paralléle menée 


par le point e, a l’axe des imaginaires vers le bas. 


605. Les résultats précédents doivent étre modifiés quand le 
cercle (c) devient une droite, c’est-a-dire quand les quatre ra- 
cines Z,, 32, 33, 2, ont méme partie réelle. Cette droite (c) est 
perpendiculaire [ fig. (E){ a Vaxe des quantités réelles qu’elle 
rencontre en un point P. On prend alors pour z, celle des quatre 
racines qui, sur la droite (c), est figurée par le point le plus haut; 
en descendant sur cette droite on rencontre les points 4, P, 32, 35 
et l’on emploie Ja méme substitution; la correspondance entre les 
racines Z,, 22, 23 de Z et €,, @2, €3 de Y subsiste. Les coupures du 
plan des s vont, sur la droite (¢), du point z, au point a l’infini 1 
vers le haut, puis de z, au point a l’infini J vers le bas. Le point 
+, a son image au point co du plan des z, point avec lequel les 
points I, J et les points + code l’axe des quantités réelles doivent 
étre regardés comme confondus. Les petits rectangles (74), (72), 
(r;), (7) ont leurs images dans les quatre angles formés par l’axe 
des quantités réelles et la droite (¢). Dés lors les applications ne 
comportent pas de difficulté, et Pon obtient en particulier les for- 


mules (CX XXVIII; ). 


606. Lorsque le polynome Z a deux racines imaginaires conju- 
euées et deux réelles, nous désignerons par z, et z, les deux ra- 


2 
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cines réelles, en supposant 22 > 5,3; par 5 ‘la racine imaginaire 
dans laquelle le coefficient de ¢'est positif, par z; sa conjugucée. 
Nous supposerons 0 égal 4 2 ou a 4 pour avoir affaire a une substi- 
tution réelle. Le polynome Y aura une racine réelle e, et deux 
: : Sopa €4 — 3 eC) 
racines imaginaires @,, €;; On suppose que ——— est positil. On 


trouve aisément les résultats suivants : 


A A AN re 
Oo, Ci Tesi —— FZ L, e€, — €2 = — M, C3, -— 63 = a N P= 

| + 4 

A A ie ore: 
Om Sean Kees = Cl NG Cpe Sota 

4 


Z’, est du signe de A, Z’, de signe contraire; on en conclut d’une 
part la détermination de \/Z correspondant a celle de \/Y, puis, 
d’autre part, ce fait que pour des valeurs correspondantes réelles 
de zs etde vy, vy varie dans le méme sens que 3, pour A>>0,9 = 4 
elwAr<1 0; 0 = 2; dans le sens contraire pour A >0o, 9=2 el 
A <0, 9 = 4. Suivant que y et 3, supposés réels, varient, ou non, 
dans le méme sens, les parties supérieures (ou inférieures) des 
deux plans des y et des z se correspondent, ou non. Dans le pre- 
mier cas 3;, 33 correspondent a e,, @3; dans le second, %,, 23 cor- 
respondent a é3, @,. 

Au cercle (é2) du plan des y, cercle qui a pour centre e, et qui 
passe par e,, €3, correspond dans le plan des z un cercle (c) pas- 
sant par Z,, Z; eb par rapport auquel sont symétriques les points 
32, 3, correspondants des points 2, © (ou «, ey) du plan des y. Il 
v a lieu de distnguer trois cas, suivant que le rapport 6 = | ais = | 
i | SN Sezer 
est plus grand que un, plus petit que un, égal dun. Dans le pre- 
mier cas c’est le point z,, et dans le second le point zy qui est 
intérieur a(c). Ces points correspondent, dans un certain ordre 
qui dépend de la valeur de p, aux points o et e, du plan des 4, 
et examen de cette correspondance permet de reconnaitre, dans 
les différents cas possibles, si les régions intérieures (ou exté- 
ricures) des deux cercles (c) et (@.) se correspondent ou non. 


Les régions de méme nom se correspondent pour 9 = 2, 6 >> 1 
elo = 4,6 <1; elles ne se correspondent pas pour 9 = 2,6 <1, 


ni pour e == 4, 6 >1. En combinant ces renseignements avec ceux 
que Von a sur le sens dans lequel varie y quand s augmente, 
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par valeurs réelles, de —«a +», on reconnait aisément com- 
ment sont disposés, dans le plan des z, les points d’intersec- 
lion M, M’ du cercle (c) avec l’axe des quantités réelles qui cor- 
respondent respectivement aux points m et m’ du cercle (é,) situés 
sur l’axe des quantités réelles, et comment, dans le plan des y, 
est situé le point $ qui correspond au point du plan des s. On 
a d’ailleurs 


—fez ES 

Sy = OS, L Sy 04, 

M = See M—- Se Naas, 
ree Gael a 


ot il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, 
suivant que l’on a A2o. Dans le troisiéme cas ot 6 est égal a1, le 
cercle (¢) se réduit a la droite qui passe par les points z,, 23. Le 
milieu des points 33, 5, est alors le point M’ ou le point M; et le 
point § coincide avec l'un des points m, m’. Voici le résumé de 
ces divers renseignements : 
é ¥ 

Suivant que lon a p= 2 ou 9 = 4, ona sgn es send et 

les valeurs e2, « ou #, @, de y correspondent aux valeurs 3,, 2. 


: y 2 
de z. Suivant que l’on a sgn ~— = 1, y et 5 varient, ou non, dans 
Lo VL 


le méme sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, com- 
ment sont rangées les quantilés 32, 2,, M, M’ ou m, m’, é2, S. 


(Pe Oiea. Bye Mx Be: 
LS OY 
— Net pea ne eet 
ere Me 4, My) = e's 
(0<1, Bip aM << Spe Me 
Av 04 : 
(aoe, Maize Meas 
Se OR Tem ( A>o, i Oy KS 
ou 
p=, 8 1 { A <0, ieee I ONS Tie 
Ny / t 
p= 2,0 1 ( ADO, TIVO y OT eS, 
ou { 
o=4,5<1!A<o, IV 
a ees 
MO, = F, Ma? S= 7, 
> 5, + Sy ' 
A <0, ) SS itp eS Sy ie 


En combinant les résultats indiqués par ce Tableau a ceux que 
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Von trouve sur la figure (B) du Tableau-(CXXX1), on obtient 
immédiatement Ja correspondance entre les variables z et u. Le 
périmétre du rectangle (I) du n° 595 fait son image sur les cou- 
pures du plan des sz. 

Il n’y a plus maintenant aucune difficulté a établir les for- 


mules (CXXXIX). 


VI. — Réduction a la forme de Legendre. 


607. On peut, ainsi que Legendre l’a remarqué, ramener une 


expression différentielle , ou lon suppose le polynome 


Eis 
VEG) 
R(zs) = A(z — 4;) (2 — 42) (5 — 23) (2 — ,) du quatriéme degré, 


, : ae d¢ < 
4 racines inégales, au type —=, ot V est un polynome du second 


VV 


dégré en »?, au moyen d’une substitution linéaire s = 


nL ao 
a ee eae 
fay 
dans laquelle p et g ont des valeurs convenablement choisies. 
Quels que soient p et g on a, en effet, 


Wo 6 (¢—p) de : 
VR(3) VA[p—41+ (—41) °)[p—s2+ (¢—42) 9] p—ss-+(q—Ss) e|[p—ai+(q—z)o] 


en égalant a zéro le coefficient de » dans le produit des deux pre- 
miers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux 
derniers facteurs, ce qui détermine p et qg par les conditions 


PHY _  315,.— 335% 
2, (. Bee ee 
(-—4)'- (3;— 33) (31 — 3,) (32 — 33) (63 — 34) 
2 ) (41 — 33-7 Za ,,)? ; 


le second membre de légalité précédente se réduit a une expres- 


sion de la forme 
adv 


Wee (i= ay?) 1 bey?) 


oti a désigne une constante quwil est aisé d’évaluer au moyen de 
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A, 31, 22, 23, 2,- Lorsque les coefficients du polynome donné R(z) 
sont réels, cette constante «, ainsi que les valeurs de p et de ¢ 
sont manifestement réelles; dans ce cas a et b désigneront des 
nombres réels et positifs : on supposera a <b. 

Le seul cas ot p et g ne seraient pas déterminés par les formules 
précédentes serait celui ot l’on aurait ,-— 2) —= 23+ ,; mais alors 
on n’a cerlainement pas 3,-— 3 = 5) z;; il suffira done de trans- 
poser, dans l’égalité précédente qui a lieu quels que soient pet q, 
le second et le troisiéme facteur sous le radical, aprés quoi la ré- 


. v ° 3° . 
duction au type — se fera comme on vient de l’indiquer. 
YP 
2 Gus b = de . 7 f , 5 .o\ £ oy ak 
608. Si, dans expression —. of V== (1S a? 9?) (1 = 6202), 
v\ 
Von fait 
a= be, ia ry, 


on retombe sur l'un des types envisagés au n° 601, et il suffirait 
de se reporter a ce numéro pour y trouver les substitutions 
linéaires en x?, qui raménent l’expression obtenue a une expres- 
sion de la forme 

dy 


; 


— Ji — ei) Ly — 42) Cy — es) 


ou €,— @2 + @; = 0. Mais, au lieu de ces substitutions, il est sou- 
yent commode, quand a@ et b sont réels, et, par suite, ¢ compris 
entre 0 et 1, de se servir des substitutions du premier degré en 2? 
ets? données par Legendre dans les divers cas qui peuvent se pré- 
senter lorsqu’on combine de toutes les maniéres possibles les 
signes +, — qui figurent sous le radical, substitutions qui per- 


de 
mettent de ramener l’expression ai a une expression de la forme 


\ 
ae ou W = (1 — w2) (1 — &2 2), & éEtant un nombre réel com- 
yw 


pris entre 0 el t. 


Nous supposons dans les formules qui suivent x et w réels, 
ce positif ainsi que & —\ 1—k?;@ ne doit prendre que les va- 
leurs comprises entre — 1 et —1; pour chacune des transforma- 
lions, £ est par conséquent supposé compris entre les limites qui 
résultent de cette hypothése, en vertu de la formule méme de 
transformation; dans ces conditions les quantités sous le radical 

Tet M_> 1V: 3 
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sont positives. Les radicaux eux-mémes sont supposés _ positifs ; 
enfin ¢, e’ désignent des quantités égales 4 1, ayant respective- 


ment les signes de x et de w. 


w - dx dw 
jp = =) Keay 1 —~e2, = == = 
V x? VU+22)(14- 0222) /W 
ge = eV 1— v2, jeepers, - ae at aise 
Vi c? V(i— 2?) (1+ (ni) JW 
Pe eae ome : ) = eZ — sek Chay 
V L— w? vite V(a?—D G+ c2a?) JW 
ee ee [kes ae ae = —- elk seh 
¢ Vite? (e@+nG—c?2?) J 
é c dx dw 
Ge ————— k = = guj! 
cyi— rie Vie? V (a +-1)(c2 #2 —1) Jw 
2 CS o7) 7? rer dz eee: Le 
: Va) ea) vw 


A ces transformations, il convient d’adjoindre les deux sui- 
vantes qui sont linéaires : les radicaux sont loujours supposés 


positls. 
° . S = al Nee 
eee ea e), a= (é ae) 
I—w-Ve(I-+) ioe yes 
dx es G+Vk) dw 
V@—n0-ea) 2 VW 
CH= 0. is == 0 : Bes == cue 5 
, (a? 1) (ew? —1) Vw 


I] est aisé de déduire 4 nouveau, de ces relations différentielles, 
les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (CXXXV). 


609. Lorsque les racines de z sont réelles, si l’on fait, dans l’ex- 


pression Vz la substitution 


5) (Zp — Sy cos? + 3p( 2) = Sy,) sin? ¢ 
(3p — 3y,) cos? + (4), — Sy) sin? 


2 (4), — 4y,) (So — %y) (4, — Sp) sing cose 
[(Zp — Sy) cos? + (2, — Zy,) sin? ]? 


vo 
Or 
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on trouve 


dz —2d9 


Vz ui VA[(Ad = en — Bp) costo = (25 By) (Bu = 3)) sin? 9 | 


Supposons d’abord A positif. Siz est compris entre 3, et + 0, 
4; 
a) ou 


ou entre —o et Z,, on supposera A I, wu 2 os ° 
quand 2 varie de z, 4 +0 ou de —owA3,, g varie deoa 


de 9) a =, en désignant par 9 l’'arc compris entre o et ~ dont la 


on prendra t= 3 == 4, V ==1, e == 25 quand < varie de Zs 4 ms, 


Re 


av, 
2 


7 eel 


Zz 
I) PS 


tangente est égale a - Si 2 est compris entre 33 et Zo, 


Tt 


o varie deoa = En donnant aux radicaux leur signification arith- 
métique, on aura 


dz ” 2 de ree N 


Wh WARE Vi-Psine me 


Supposons ensuite A négatif. Si 3 est compris entre 2, et 33, on 


prendra A= 4, Ua=1, y= 2) 0-35 quand 2 varie dec, 4/23, 


o varie deoa - Si s est compris entre 3, et ,, on prendrah—a, 


i==3, 9=4, 6-1; quand z varie de-z,-4 2,, © varie de 0 4 


wla 


En donnant encore aux radicaux leur signification arithmétique, 


on aura 
dz 9, do ee M 


YZ V—=AL yi—Psinto L 


Il est aisé de déduire A nouveau de ces relations différentielles 


les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (CXXXYV). 


VII. — Substitution quadratique. 


610. Nous allons montrer maintenant comment la réduction a 


ce, 4 dz 
la forme normale ae; de toutes les différentielles de la forme Te 


ot. Z est un polynome quelconque en z, du troisiéme ou du 
quatriéme degré, peut s’effectuer au moyen d’une substitution du 


36 CALCUL INTEGRAL. 


second degré. Nous nous bornerons au cas ott le polynome Z a ses 
coefficients réels et admet au moins deux racines imaginaires; 
Vintérét de cette derniére supposition consiste en ce que lon 
peut alors choisir une substitution réelle telle que les racines du 
polynome transformé soient aussi réelles, ce que on ne peut faire 
par une substitution linéaire. Les modifications qu’il y aurait a 
apporter a quelques-uns des résultats suivants, si l’on ne se trou- 
vait pas dans le cas auquel nous nous limitons, n’échapperont pas 
au lecteur. 

Rappelons d’abord quelques propositions élémentaires relatives 


4 la fraction 2 = vy? ot U=az?-+ bs+y, V=a's?+ 0's4+7' 
sont des trinomes du second degré en z, a coefficients réels; nous 
n’excluons pas le cas ot ¢’ est nul. La dérivée de cette fraction 


s’annule pour les racines [,, €; de l’équation du second degré en z, 
(2) C2) = UV = UV S08 a B22 3 (Cy eee) a BY Bio 
Les valeurs x,, x3; de x qui correspondent a %,, ¢; s obtiennent 


é U 3 : 
en remplacant z par ¢,, ¢; dans vy? ou mieux dans la fraction du 


premier degré a £4,X3 sont réels en méme temps que Cy, Cy: 
Quand & est égal a 7, ou a x5, le polynome en z, U — Vz, ayant 
une racine commune avec sa dérivée, est un carré parfait et est, 
par suite, égal a (%— a!a:,)(s— C,)? ou a (a — a! x) (z —G,)?. 


On en conclut que x,, x; sont les racines de l’équation en x 

(b) Ue) == (Cia 8)? 4 Core an) Ya a O, 

qui exprime que l’équation en sz, U— V x= 0, a ses racines égales. 
Des remarques antérieures et des relauions 


¥(w) = (B2— hay’) (@ — a) (@— as), 


o(s) = (af’— 48) (s— &) (2 —%), 


il résulte que le pol s, v2 (~), est ég 

il résulte que le polynome en 3, V?4 vy)? est égal au carré de 
o(s) multiplié par un facteur constant que lon trouve aisément 
étre égal 4 1 en comparant les coefficients de s*; on a donc V’i- 


dentité 


U : . 
(e)) V2 Ga = o7( 3) = ( B'2 — fats) (U—YV\ x) (U —V~23). 
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Quand les racines de V sont imaginaires, la réalité des quan- 
tités C,, C3, 21, @3 apparait aisément sur les équations (a), (0). 
En effet, d’une part, en remplacant, dans ¢(z) = U’V — UV’, 


Qt 


: G} $s K F : 
% par la racine — ar de V’, on trouve le méme résultat qu’en fai- 


sant la méme substitution dans U'V; or V est alors du méme signe 


a’ B S64 GB! 
que a’; U’ se réduit 4 — Tae U'V est donc de méme signe que 


2/8 —a8!, c’est-a-dire de signe contraire au coefficient de s? 
dans 9(z); €, et €; sont donc réels et comprennent entre eux le 


/ 
nombre se D’autre part, si dans 4(x) on remplace x soit 


a 
par | soit par l le résultat est positif, par conséquent de signe 
contraire au hana de x? dans ¥(x); x,, x3 sont donc réels 


a ‘ + ’ 
et comprennent entre eux — >» ‘.Enfin, comme x, et x3 se dé- 
a Ni 
| 


. Die a 
duisent de C,, €; en remplacant < par ¢,, ¢; dans p 


pale a0” pais 
9 (48'— a’ B) (C1— f3) 


OVS Ga'ts + 8) (20's + BY)’ 


' 
puisque — ee est compris entre (, et ¢; le dénominateur est né- 
gauf; il en résulte que {,, ¢; sont rangés, ou non, dans le méme 
ordre de grandeur que «,, £3, suivant que «’/—a’6 est négatif 
ou positif. 

Dans le cas que nous aurons encore 4 examiner, ot U a ses ra- 
cines imaginaires et ot @ est nul, on voitde méme que (,, ¢; sont 


Ys 
réels et comprennent la racine — a de V; que 2,,2; sont de signes 
2 


contraires, parce que leur produit est négatif; enfin que ¢,, ¢; sont 
rangés, ou non, dans le méme ordre de grandeur que x,, £3, swi- 
vant que a(’ est positif ou négatif. 


611. Ceci posé, désignons par Z un polynome du troisiéme ou 
du quatriéme degré, a coefficients réels, admettant deux racines 
imaginaires conjuguées 5,, 5;; nous désignerons par 3, 3, les 
deux autres racines (réelles ou imaginaires conjuguées) si Z est 
du quatriéme degré, par z, la racine réelle unique si Z est du 
troisiéme degré, en sorte que, en désignant par A, @ des constantes, 
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7, sera, suivant les cas, de l’une ou de l’autre des deux formes 


; Aaa ‘ 1z ae U 
Dans la différentielle 7 nous ferons la substitution x = y? 


en posant 


U = (4— 42) (4—4%,); V = (4— 41) (4 — 4s), 
si Z est du quatriéme degré ; 
U=(4— 4) (4 — 23), V=42— 24, 


si Z est du troisieme; les coefficients a, ..., y' de U, V sont réels 
et s’expriment immédiatement au moyen des racines de Z. On 
aura alors, en conyenant de remplacer A par a quand Z est du 
troisieme degré, 

Chie =ki((%) 


1b == EU ss INYO G8. AE = “V2 > 


d’ou, a cause de Pidentité (c), 


‘s eT 
(CXL) dz = V dz ne da 


Vi 9(s)VAx VAxvd(a) 


les radicaux étant liés par la relation 


VArb(r) _ o( 
Vz ME 


qui montre, en supposant lout réel, que les radicaux sont ou non 
de méme signe, suivant que o(z) est positif ou négatif. La méme 
égalité montre que Zet Ax U(x) sont de méme signe pour des 
valeurs correspondantes de x et de <. 


612. Placons-nous d’abord dans le cas, ot Z étant du troisiéme 
degré, U a ses racines imaginaires; (, et ¢; sont alors réels; en 
supposant ¢, > 3, on aura, par les remarques précédentes, 


©( 4) = 2% — 9.495 + 5) (4,-+ 33) — 2143 = (5 — CG, )(C— G3), 


53 + 590) = (% — xX)(4@— 23), 


oS od 
oe 
8 
ot 
II 
os 
3 
i 
* 
+ 
ty 
w 
SS 
| 
tess 
Po 
a 
US) 


DB OG 5S ©3 = 2C3 — 41— 3s, 
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Pour que \/Z soit réel, z doit étre compris entre —o el Z) ou 
entre Z, el + 0, suivant que @ est négatif ou positif. Le Tableau 
suivant indique la correspondance entre les valeurs de z et celles 
de x; dans la premiére ligne les valeurs de z sont rangées par 
ordre de grandeur croissante; la troisiéme ligne contient le signe 
de o(s); x augmente ou diminue quand < croit, suivant que ce 
signe est + ou —; x3 est un maximum, 2, un minimum: 


e ico Gs Ba Ply be 
x — 2X3 ==CO wy 5 
Signe de 9(3) oe = = ae 
, ay dz a. 
Dans l’égalité —— = +-—___ ian » on prendra donc 


le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que  n’est pas ou 
est compris entre C, et G,. 
En appliquant par exemple le résultat a la différentielle 
dz 
Vga — Se 88 
juguées, en sorte que, comme on l’a fail observer au n° 594, 


» ou l’on suppose e, réel, e,, e; imaginaires con- 


i - aa . . a as . ; , © 
Wes = Cyr vie —é; sont aussi Imaginaires conjuguées, on est 
z2 


Tas . . . 4B 1 €oe —— 64 € 
amené a faire la substitution 2 = ——— ee 


= » et les quantités 
LIAS) 


désignées plus haut par &,, ¢;, £1, #3 sont ici 


Cy == ea -+ Vex — €1 Ven — Cs, 
QE Oa Bae 
LH, = 201+ eo, 


LH; = 203 + eo. 


Au lieu de cette substitution, afin d’obtenir un polynome dans le- 
quel la somme des racines soit nulle, faisant Ja substitution 


(€. — €4)(€2 + @3) TAB a) 
YY =U— 2%, = 5H Se a 
B— e2 B— 2 
nous obtiendrons la relation 
dz dy 


(d) = eT = = == i = = |’ 
| /4(@ — €1) (2 — 2) (2 — es) | | /4(¥ — 81) (vy — Ba) (¥ — Bs) 
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en posan U 


eS o »N 
Ej = @2)-+4 » Ve» eVea— ey = 02 +4 (¢2 - ely 


oO 
ee 2 o3 
€3 = e2 Ors; . 
i 8 es 


Il importe de remarquer que les quantilés E,, Ey, E; sont réelles, 
En supposant 


Es = €) —2 Ve, - €, Ve2 


ee 


> 2, on aura & > #,, donc y > E,, et l’on devra 
prendre, dans le second membre de |’équation (d), le signe +- ou 
le signe —, suivant que zs est compris entre (, et -+ 0, ou entre 
@, et C,; si z doit varier a la fois dans les deux intervalles, on 
fractionnera l’intégrale. 

Le résultat que nous obtenons ainsi coincide avec la relation 


p (w 


3 +, W3 — W, 


salt - ) = p(w|or, 03) 


; (€,— €1) (€2— e3) 
p(w] oy, 03) — e2” 


qui résulte aisément des formules (XXII) ou (XXIV) et des for- 


mules de transformation linéaire. 


613. Supposons maintenant que Z soit du quatriéme degré, on 
aura alors 


= (4,— 23)? (@& — 71) (a — #3), 


20, — 32— 5, : 2C3— 3,— 5, 
a= Fe se ae v3 = = aa 
ee 2. (So + 3, — 41 — 33) (C1-— G3) 


[dz dx 
Pe ae ee SS casey } 
VZ VA yale — a, ) (ae — &,) 
(QXLI) { et oe 
VAla(@— mi)(@ ms) ee) 
Vz UG 984) 2 5 a1 a5) 
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Il faut toutefois remarquer que celles de ces formules ot figurent 
C1, Ss doivent étre modifiées si o(s) se réduit au premier degré, 


“os i ’ 

cest-a-dire si 3) 5, — 5, — 53 est nul; nous écartons ce cas pro- 

Pore Ales ; r By &: 

visoirement. Les quantités ¢,, C3, 2,, 23 sont réelles; "—— est 
2 


Bq Sy, 


Me 


compris entre ¢, et Cs, 1 et a sont compris entre #, et £3. S122 
et s, sont réels, 2, et 3 sont de signes contraires; d’ailleurs 9 (22) 
et o(2,) sont de signes contraires; il y a done une des racines % 
et C; comprise entre Z, et 3,.Si 3. et 3, sontimaginaires, 2, el Xs, 
qui sont de méme signe, sont positifs, puisque l’un de ces nombres 
est plus grand que 1; nous prendrons pour z, le plus grand des 
deux; A, est de signe contraire 4 A. Nous avons tout ce qu’il faut 
pour dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le 
signe de z,-+ z,— 5,—- 33; dans chaque cas la premiére ligne 
contient les valeurs remarquables de z rangées par ordre de gran- 
deur croissante ; la derniére ligne contient les signes de 9(z) dans 
chaque intervalle; suivant que ce signe est + ou —, « regardé 
comme une fonction de z est une fonction croissante ou décrois- 
sante. Enfin, on a fait figurer z, et s, parmi les valeurs remar- 
quables de z en choisissant s, < 3,. Ces quantités, ainsi que les 
valeurs zéro de x qui leur correspondent, doivent étre effacées si 


elles sont imaginaires. 


S a oO G1 oS) 3 3, ae 
a | 1 Ly 0 3 0 [ 
Signe de o(s) - - - 
Bg te By KH BS (Gi > G3)- 
s pes 52 oS S4, O1 ar &e 
G6 1 ta) X3 6) xy [ 
Signe de o(3) | = is = 


Lorsque s, et s, sont réels, A peut étre positif ou négatif; dans 
le premier cas, ¢ doit étre compris entre —oo et 52 Ou entre ¢, 
et +00; dans le second cas, entre 3, et s,. 5) l'on a, par exemple, 
Beneee aj oN = 0, 2-25, Hest positif et, plus= petit 
que z,; d’ailleurs A, est négatif; la quantité A, (a@ — 2,)(@ — 23) 
est positive. Les deux radicaux doivent étre pris avec le méme 
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signe tant que s reste compris entre —- 0 et C,, avec des signes 
contraires tant que z est compris entre ¢, et z2; si z averse la 
valeur €,, le chemin d’intégration devra étre fractionné de la Ji- 
mite inférieure a ¢,, de @, a la limite supérieure. Le Tableau pré- 
cédent permettra dans tous les cas de supprimer toute ambiguité. 

Si so, 3, sont imaginaires, A doit étre supposé positif, donc A, 
négatif. On reconnait sans peine que x doit étre compris entre x, 
et 23, et le Tableau permet toujours de lever lambiguité de signe. 

Il reste 4 examiner le cas of l'on a 32+ 3, = 3, + 33. L’équa- 
tion (a) se réduit alors a 


La formule (CXLI) subsiste; mais il convient de remarquer que 
une des racines x,, £3 est égale a1 et que l’autre est égale a 
(32 — %,)? 
(1 — %3)? 


; ona d’ailleurs, dans ce cas, 


on aura donc 


si ona 


x3; —=1 dans le cas contraire. Le Tableau qui donne la correspon- 
dance des valeurs de z et de a est alors le suivant : 


52 5, < 31 33 | LEYS, Ss PBR 
| 
< | 
5 | 41+ 33 | Bq Bs 
3 S00) 8 at CO S = +f 
2, | 2 
| | 
a bet Bs I GB | a Ly I 
ae : S| 
Signe de 9() | — ++ Signe de o(<) | + = 


Quant a la supposition 323, == 5,23, on doit la rejeter, car alors 
les deux racines 3), 4, seraient égales aux racines 3, 53. 


614. En appliquant ce qui précéde au cas ot Z est un trinome 
bicarré ayant au moins deux racines imaginaires, on obtient les 
résultats suivants, dans lesquels on a fait figurer d’abord la trans- 
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formation employée, puis les limites entre lesquelles doivent rester 
les variables pour que les expressions sous les radicaux soient po- 
sitives, enfin la relation différentielle. Tout est supposé réel. 


Mul Lj Ih Le OF 62 Sh Olea 
in B+ C2 > 3 i 
INO, Wieoil, = 2 eye KO, 
C2 
dz.sgnz 7 dz ; 
| /A(22?—1) (2? + c?)| | VfAvG— r)(c2a +1)| ‘ 
| 5 1 
Ci aw compris entre I et —, 
LEP a= (6-3 Gz 
az.sen|[(e2—-1) 2] dx ; 
| /A (22 +1) (22+ 2) | | /4Axv(1— ax) (ca —1)| ‘ 
22-272 cos + r? ; 0 I 
= = =5) ax compris entre tang? — et > 
s%*—9rzcos) +r? 2 
tang? = 


dz.sgn[r(r2— 2?) cos 8] 


| /A(e2+ ors cos6 + r2)(z?— 272 c080 +r?) | 


dx 


= Vim zz = = ———— 
I\/ 16Ar2a (2 nee — cost) (sin? — x cost) | 
2 2 2) 2) 


\ 2 


Le lecteur pourra appliquer ces formules aux différentielles 


dz dz ; dz 


2 obi 


yst—I fi— 2 Vea 


615. Lorsque non seulement les coefficients de Z mais aussi 
le chemin d’intégration est réel, on a maintenant tout ce qu il 
faut pour ramener directement Vévaluation d’une intégrale quel- 


ake Fo: 
conque de la forme { “= a celle d’une intégrale du type nor- 
q VZ D 


d. are ; 
normal de Legendre 1; a! , ou k? est réel et com- 
( 


mal de Weierstrass f ae ou a celle d’une intégrale du type 


1— a?) (1— k2 a?) 
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pris entre o et 1. On évite ainsi les transformations que nous 
avons étudiées a la fin du Chapitre VU du Tome III. 

Quand les racines de Z sont toutes réel/es, on fera une des 
transformations linéaires indiquées; dans le cas contraire, on 
commencera par faire Pune des transformations quadratiques 
qui conduisent a un polynome dont toutes les racines sont 
réelles. 
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CHAPITRE X. 
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I. — Evaluation des intégrales elliptiques. 


616. On appelle intégrale elliptique toute intégrale de la 
forme of a; /X) dx, ou X est un polynome en & du troisiéme 
ou du quatriéme degré, a racines inégales, et F(x, \/X) une fone- 
tion rationnelle de a et de /X. Soit par la substitution linéaire 
(CXXXII), soit par un autre procédé qui sera étudié au Chapitre 
suivant, (CXLIII), on peut ramener une telle intégrale a la forme 
se Ge vy) dy, ou Y = 4y? -—- 227 — gs est un polynome a ra- 
cines inégales et ot' f(y. VY) est une fonction rationnelle de y 
et de \/Y. 

Supposons que Vintégrale proposée soit une intégrale définie, 
prise le long d’un chemin (z) allant du point 29 au point z,, et 
ne passant ni par une racine de X ni par un pole de F(a, VX); 
le long de ce chemin (x) convenons d’entendre par \/X la déter- 
mination de cette fonction qui résulte, par continuité, de cette 
méme détermination pour un point particulier, pour le point ini- 
tial z, par exemple. On pourra, en appliquant le théoréme de 
Cauchy, substituer au chemin (x) un chemin ayant les mémes 
extrémilés et qui soit équivalent au chemin (2), c’est-a-dire qui 
conduise a la méme valeur de l’intégrale. On peut done, si J’on 
veul, supposer de suite que le chemin (x) se compose de segments 
de droite ou d’ares de cercle. 

Si Pon emploie la substitution linéaire (CXXXII,), les pro- 
positions du n° 597 feront connaitre le chemin (7) correspondant 
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au chemin (x); l’intégrale WhiGe VY) dy doit étre prise le long 
de ce chemin (vy). La détermination de /Y pour un point quel- 


conque y du chemin (7) résulte de celle de \/X au point corres- 
pondant z du chemin (~) au moyen de la formule (CXXXIT, ); 


on obtiendra ainsi, en particulier, la détermination initiale VY, 


de \/Y pour le point initial 7» correspondant au point 2X. 

Si lon fait ensuite la substitution y= p(w; gs, g3) et si Von 
détermine, dans le plan des uw, un chemin (zw) correspondant aux 
chemins (y) et (x) par les formules © 


(1) if es ie ee 
i — SS SS = 
; ‘Not am JY Xo Vx 


ott les intégrales sont prises le Jong des portions des chemins (y) 
ou (xz), qui partent des points yo ou 2 pour aller aux points y 
ou x, et ott Wy est Pune quelconque des valeurs de w qui satisfont 
aux équations concordantes 


Yo= pu, VYo= —p'uo, 


on aura, tout le long des deux chemins (vv) et (w), en deux points 


correspondants, les relations y = pu, \/Y = — pu, et l’on sera 
ramené au calcul de lintégrale 


[fou —plu)piudu, 


ou le signe Ay porte sur une fonction doublement périodique, et 
ot la variable doit suivre un chemin connu (w). L’évaluation d’une 
pareille intégrale a été traitée au Chapitre VIL du Tome III. 
Quant a la détermination du chemin (w), observons d’abord 
que ce chemin se réduit 4 une portion de l’axe des quantités 
réelles si lon n’a affaire qu’a des fonctions réelles de variables 
réelles; on n’a alors qu’a en déterminer les extrémités. Lorsque 
les coefficients de X, Y sont réels, les variables x, y étant d’ail- 
leurs quelconques, nous avons donné au Chapitre IX tous les dé- 


tails nécessaires pour l’évaluation des intégrales eon ee 
— VY X 


qui figurent dans la formule (1), et l'on pourra donc, dans ce cas, 
déterminer le chemin (uw) avec autant d’approximation qu’on le 
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voudra : on n’a d’ailleurs pas besoin de déterminer les points in- 
termédiaires avec autant de précision que les extrémités wo, W,, 
parce que, pour l’évaluation de l’intégrale de la fonction double- 
ment périodique, on peut remplacer le chemin (w) par un chemin 
équivalent; toutefois, on doit se rendre compte de la facon dont le 
chemin (wz) est placé par rapport aux pdles de la fonction double- 
ment périodique. 

Il est a peine utile de dire que l’on peut tout aussi bien rame- 
ner l’intégrale proposée a une intégrale de la forme ff (2,/Z) aa. 
ot Z est de la forme (1 — 3?) (1 — k25?) et ot f(s, WZ) est une 
fonction rationnelle de z et de VZ; par la substitution z= snu, 
VZ = sn'u, on est ensuite ramené a lintégration d’une fonction 
doublement périodique. 


617. Il nous reste, relativement a la détermination des péles et 
au développement de la fonction doublement périodique dans 
leur voisinage, 2 donner quelques indications qui n’ont pas trouvé 
place dans le Chapitre VI du Tome II. 

En posant, pour abréger, y= pu, y'= p'u, la fonctuon dou- 
blement périodique que l’on a a intégrer peut étre supposée mise 


sous la forme 
IP te Oy 


Os R+ Sy” 


en désignant par P, Q, R, S des polynomes en y de degrés res- 
pectifs a, 8, y, 6, polynomes que l’on peut supposer sans plus 
grand commun diviseur. 

On reconnait tout d’abord, en remplacant dans cette expres- 
82? ae, 82U 


: A (eee oe 52% 
sion yv et ) par ere A S s0 0g es 4- oa amo oo OMe & est un 


pole de o(w) lorsque le plus grand m des nombres 24, 23 + 3 est 
supérieur au plus grand n des nombres 2, 24+ 3; l’ordre de 
multiplicité du pdle o est m—n=p. Si l'on ordonne le numé- 
rateur et le dénominateur de 9(w) suivant les puissances crois- 
santes de w, que l’on effectue la division du numérateur par le 
dénominateur jusqu’a ce qu’on ne trouve plus au quotient de 
puissances négatives de w, puis que l’on mette ce quotient sous 


la forme 


I I = I I 
HUET UN 1?) eee A Das, 
~ u ce a u a : u ae u 
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la partie de o(w) qui correspond au pdle o, ¢ est-a-dire la partie 
4 . . 
de o(w) qui devient infinie pour w == 0, sera (n° 308 ) 


AGH SAC Aa CU en Me are 


Considérons maintenant un pole u-—- a de 9(w) qui ne soit pas 
congru ao, modulis 20,, 203. Le numérateur de 9(w) étant fini, 
le dénominateur doit étre nul pour uw == a; on résoudra donc les 
équations simultanées en y, y’ 


R+SsSy 2S 0), y= hy B2y- = iN 


Soit ==, 7 = b une solution de ces équations et-w—— 7 une 
solution des équations pu = 6b, p'u = b'; u—=a sera un pole, si 
P+ Qy' n’est pas nul pour y = 0b, y'= b'. Pour s’assurer dans 
tous les cas que @ est un pole, et pour trouver la partie corres- 
pondante de 9(w), on pourra ramener ce cas au précédent en 
faisant le changement de variable u —= » + a; les formules d’addi- 
tion permettront Vexprimer p(v-+-a), p'(¢ -+ @) rationnellement 
en pe, p'’, 6, b' et de transformer o(w) en une fonction ration- 
nelle de pe, p’v. On peut aussi, pour obtenir les premiers termes 
du développement de 9(a@ + ¢) suivant les puissances croissantes 
de v, remplacer p(a-+¢), p'(a-+¢) par leurs développements 
de Taylor suivant les puissances croissantes de ¢, ordonner le nu- 
meérateur et le dénominateur de 9(@-- v) suivant ces mémes puis- 
sances, effectuer enfin la division en ne gardant au quotient que 
les puissances négatives de 9. Il n’est pas inutile d’observer que 
Vordre de multiplicité de la racine 6 de l’équation 


R2 — 463852 + 22.682 + 9352 =0 


est l’ordre de multiplicité du pole a, dans le cas ot 6 n’est pas une 
racine commune a Ret as, ou 6! n’est pas nul, et ot P+ Qy’ 
n’est pas nul pour y— 6, y'-= 0’; autrement, Vordre de multipli- 
cité est abaissé. 

Ayant déterminé lun aprés l'autre les poles distincts de 9(w), 
puis les parties correspondantes de o(w), la somme de toutes ces 
parties sera égale a la fonction 9( wz), & une constante additive prés, 
que l’on pourra déterminer en donnant a wv une valeur arbitraire, 


N 


par exemple la valeur o, si o n’est pas un pole. Si donc on reprend 
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les notations du n° 358, en écrivant toutefois o(w) a la place de 


J(u), on aura 
t=Vv 


O(a) = C- > [AM ¢(u — a) + AMC (u — aj) +... + LUGE ee) —ai)|, 


vast 


et toutes les constantes qui figurent dans le second membre se- 
ront connues. La somme A) +...+ A est nulle. 


618. L’intégrale indéfinie { 9(w) du est, en général, une fonction 
linéaire de wu et de termes tels que loga(u— a), ((u—a), p(u—a), 
p(u—a@),..., a étant un pole quelconque; a cause des formules 
@addition (VU;) et de celles qu’on en déduit en prenant les dé- 
rivées, on voit aisément que cette intégrale indéfinie contient un 
terme en wv, un terme en Cu, une fonction rationnelle de pu, p/u 
et autant de termes en logs(u — a) qu'il y a de poles a@ pour les- 
quels le résidu correspondant n’est pas nul. 

Pour que cette intégrale soit une fonction univoque de uw, il 
faut et il suffit qu’elle ne contienne pas de logarithmes, c’est-a-dire 
que chaque résidu AM soit nul (¢=1, 2,...,¥). Pour qu’elle soit 
une fonction doublement périodique de w, avec les périodes 20, 
203, iL faut et il suffit qu’elle ne contienne ni logarithmes, ni 
terme linéaire en wu, ni terme en C(w), c’est-a-dire que ]’on ait 


Vy 
ISSO) ES. ita? (here C= 0, . AL ies 6. 


p= 4 


On obtient ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
Vintégrale yates \/X.) dx s’exprime rationnellement en z, \/X. 
I] peut arriver que celte derniére intégrale soit la somme d’une 


fonction rationnelle en «, \/X et de logarithmes, multipliés par des 
constantes, de telles fonctions. Elle est dite alors. pseudo-ellip- 
tique. Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont beaucoup plus 
cachées. Nous nous contentons de signaler ce probléme, sur le- 
quel le lecteur trouvera d’intéressants développements dans le 
dernier Chapitre du second Volume du Traité des fonctions el- 
liptiques WHalphen. 

eects NaN’ he 
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II. — Réduction de Legendre. 


619. En se placant 4 un tout autre point de vue, Legendre a mon- 
tré que l’évaluation d’une intégrale de la forme Ee, /X) dx se 
ramenait a des intégrations élémentaires et a |’évaluation d’inté- 
erales rentrant dans trois types simples. Bien que le procédé d’in- 
tégration que nous venons de décrire dispense d’appliquer le mode 
de réduction de Legendre, ce mode de réduction n’en garde pas 
moins un intérét propre, non pas seulement parce qu’il peut étre 
pratiquement utile dans certains cas, mais surtout parce qu’il est 
l’origine de la classification des intégrales en intégrales de pre- 
miére, de deuxiéme et de troisiéme espéce, classification qui s’é- 
tend de la facon la plus naturelle aux intégrales de la méme nature 
(dites hyperelliptiques) ow le radical porte sur un polynome de 
degré supérieur au quatrieme. 

Tout d’abord, l’expression F(z, VX), mise sous la forme 


P+ Xo : 

ee Be ot P, Q, R, S sont des polynomes entiers en x, se ra- 
R+S /X 

méne, en multipliant en haut et en bas par R — S\/X, ala forme 


N k : ; 
M+ -—, ot M,N sont des fonctions rationnelles en x. La pre- 


miére partie s’intégre par les fonctions élémentaires. En décompo- 
sant N en fractions simples, on raméne !’intégration de la seconde 


c : ; GS Obae. ‘ 
partie a celle d’intégrales de la forme Neue ou if gz 
X 


a a a a” ) 
(w@—a)e/X 
que nous comprendrons sous le type unique 


s (w2@—a)P dx 
eye ae 


ou p est un nombre entier positif ou négatif. Si lon pose 
X=A(x#—a)'+ 4B(x—ays+ 6C(e4—a)?+ 4D(x—a)+E, 
dans Videntité 


© [(e— ay yX] 


_ r(@—ayX+4(e—ayX' 


VX 


? 
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ou r est un entier quelconque et ot X/ est la dérivée de X, on 


trouve, aprés avoir intégré 


} 


(7+ 2) AX,,3 + 2(27 + 3) BX,4.4 6(7 +1) CXp44 
+2(ar+1)DX,+rEX,, =(#—a)y /X. 


Si E n’est pas nul, c’est-a-dire si an’est pas racine de X, on peut 
résoudre cette équauion par rapport a X,_,, lant que 7 n’est 
pas nul; si E est nul, D n’est pas nul, sans quoi X admettrait la 
racine double a, et on peut toujours résoudre |’équation précé- 
dente par rapport a X,. Il résulte de la que si p est négatif, X, 
peut toujours s’exprimer au moyen d’intégrales analogues a in- 
dices positifs ou nuls, de X_, et de quantités algébriques. 

Pour ce qui est des intégrales a indice positif, elles se raménent 


, ‘ oP Ag ; A Pe iy 
ala a =; uous continuerons a les désigner par Xp et 


nous emploierons la méme formule de réduction en supposant 
a=o eten regardant A, B, C, D, E comme les coefficients mémes 
du polynome X. On peut alors résoudre la formule de réduction 
par rapport a X,,3 si A n’est pas nul, par rapport a X,,» siA est 
nul; on yoit donc, si A n’est pas nul, que X3, X,, X;, ... s’ex- 
priment au moyen de Xo, X,, X., et si A est nul, que Xg, Xz, 
X,, .+. sexpriment au moyen de Xo, X,. Dans le premier cas, 
on peut pousser plus loin la réduction; cela est évident si X est 
bicarré, car alors X, se raméne aux transcendantes élémentaires 
en prenant x? pour variable. 

Bornons-nous aux cas ol X.al’une des formes (1— x?)(1— hk? x?), 
4x? — go“2—g3. On voit qu’on n’a a considérer que trois types 
dintégrales, qui sont, dans le premier cas, 


dx x2 dx dx 
FE. =< Sa ese Oey 
vx JX (ea) 
et, dans le second cas, 
dz BAG f dx ; 
fe JX (2 —a) VX 


Ces intégrales sont dites respectivement intégrales elliptiques de 
premiére, de deuxiéme, de troisicme espéce. Le type des inté- 


grales de seconde espéce change avec la forme de X. 
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620. Ces mémes dénominations sont employées avec des signi- 
fications différentes, que nous expliquerons tout a Vheure, et qui 
dailleurs permettent toujours de dire, comme le lecteur s’en con- 
vaincra sans peine, que l’évaluation d’une intégrale elliptique se 
raméne a lVévaluation d’une intégrale de premiére espéce, d’une 
intégrale de deuxiéme espéce et d’une ou plusieurs intégrales,de 
troisiéme espéce. Mais, en restant encore un instant au point de 
vue oti nous nous sommes placés, nous youlons remarquer que si 
lon regarde les intégrales ci-dessus comme effectuées le long d'un 
chemin et comme fonctions de leur limite supérieure z, c’est-a- 
dire de Vextrémité finale de ce chemin, l’intégrale de premiére 
espéce reste finie quel que soit z, méme pour & infini, tandis que 
Vintégrale de deuxiéme espéce devient infinie avec x, et que l’in- 
tégrale de troisi¢me espéce devient infinie comme log(x— a) 
quand x s’approche de a. Les fonctions de x ainsi définies restent 
ailleurs holomorphes dans toute aire limitée par un contour 
simple, d’ou le chemin d’intégration ne doit pas sortir, et ou 


I : ; es sd é 
—= (s’ils’agit des intégrales des deux premiéres espéces), 


I 
/X (i ay 
>: ; . ” , nthe AY \ dl 
(sil s’agit de lintégrale de troisiéme espéce), est une fonction 
holomorphe de x. Mais les choses se passent d’une facon un peu 
différente aux environs du point o, suivant Ja forme de X. En 


nous bornant par exemple aux intégrales de premiére espéce, si 


. . . I 
Von fait la substitution z= =, on aura 


dx Pe —dz 
je Se =| ae 

dx - =i : 
mS eS 


or, dans le voisinage du point s =o, qui correspond au point 
I 


VCE Ces 2) 


non ; nous aurons l’occasion, a propos des no- 


est une fonction holomorphe de z, mais 


X=, 


tations de Weierstrass, de revenir bientét sur le second cas. 
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III. — Notations de Jacobi. 


621. Nous avons maintenant a expliquer quelques notations et 
expressions qu’il est indispensable de connaitre. 

Supposant & réel, positif et plus petit que un, et désignant 
par Ag, ot 9 est un angle réel, la détermination positive du ra- 


1p? 1p? 
do = 
C= i ee E(g)= } Agdy, 
“0 T “0 
oe as 
7X ry 1 72 
(ENG) OR EW = { Ao do, 
f Ao ae a ‘ 


et appelle F(¢), E(¢) fonctions elliptiques de premiere et de se- 
conde espéce. F“) et E sont les fonctions completes. 

Le mot fonction elliptique a pris, depuis Jacobi, un sens entié- 
rement différent : on entend généralement sous ce nom les fonc- 
uuons que nous avons désignées sous le nom de fonctions double- 
ment périodiques du second ordre. 

La fonction F(¢) de Legendre n’est autre chose que l’intégrale 
1x, 


elliptique de premiére espéce (n° 619) is Vee ; ; a 
v I— @)1— ka 


dans laquelle on a remplacé x par sino. La fonction E(¢) de Le- 


M sin2o 
Ag 


t 
gendre est égale 4 F(o) — k? [ do; c’est donc une comhi- 


“0 
naison linéaire d’une intégrale elliptique de premiére et d’une 
intégrale elliptique de seconde espéce (n° 619). 

Legendre a encore introduit la notation II(n,¢), ot n est un 
parameétre, pour désigner lintégrale 


iE de -{" tde af 2 de 
i (1+ nsin?o) Ag he (i— Y—ansing) Ag fy (1+ V—nsing) Ag” 


c’est, en conservant la définition du n° 619, la somme de deux in- 
tégrales elliptiques de troisiéme espéce, intégrales dont la diffé- 


rence's’exprime d’ailleurs au moyen des fonctions élémentaires. 
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Il peut n’étre pas inutile d’observer que la valeur de Ag est 
Loujours comprise entre A’ et 1, et que l’on a, pour chaque va- 
leur de o, Ap2cos¢. 

622. Jacobi a introduit d’autres notations, sur lesquelles nous 
insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable w, qu’il a dési- 
gnées par les notations amu, coamu, E(w), I(u, «), peuvent étre 
définies par les formules 


| amu = f dnu du, coamu = am(K — w), 
(CII) / me: 
LB ((0s)) ie dn2u du, (hy G2) = 


“0 


“k2 snacnadnasn2u du 
‘ 1— k? sn2a¢ sn2u 
dans la derniére desquelles « est un paramétre. Le module k doit 
étre regardé comme une donnée, différente de o et de tr. 
Les quantités que Jacobi désigne par K, K’ coincident avec 
celles que nous avons désignées par X(A?), x'(A?); la quantité ¢, 
qui permet de construire les fonctions sn, cn, dn (n° 518, 306, 


formules LXXI,.,,s, XXXVU, .»), et qui figure dans les définitions 
et suet wee Ky . 

précédentes, est supposée égale a ae Les notations am(u, hk), 

E(u,k), ... au leu de amu, E(w), ... s’entendent d’elles-mémes. 
Lorsque *& est réel, compris entre o et 1, la quantité K de Ja- 


cobi coincide avec la quantité F“) de Legendre. 


623. Considérons d’abord la fonction amw. La fonction dnw ad- 
met pour poles les points 22K + (2m +1) 7K’, en désignant par n 
et n’ des entiers; les résidus correspondants sont égaux a ==. Si 
Yon se borne a assujetuir le chemin d’intégration a ne pas passer par 
ces poles, on voit done que la fonction amw n'est définie qu’&a un 
multiple prés de a7. La fonction dnw est holomorphe a l’intérieur 
de la bande limitée par les deux paralléles qui sont le lieu des 
points Kz 7K’ quand on fait croitre la variable réelle ¢ de — 
a -- oo. On peut donc regarder amu comme une fonction holo- 
morphe a Vintérieur de cette bande, qui, dans le cas ot k? est 
réel et plus petit que un, comprend V’axe des quantités réelles. 
La fonction amu est évidemment impaire. 
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Au reste ces résultats apparaissent encore sur l’une des for- 
mules (CXV,), 


ul 


ile dnu du = tlog(cnu —isnu). | 
0 


La méme formule montre que l'on a 
cnu — isnu = e=ramus 
Vou, en changeant uw en — uw, ajoutant et retranchant, on déduit 


(CII, ) sin amu = snu, cosamu = cnu. 


624. Si l’on se replace dans le cas ot k? est réel, compris entre o 
et, on voit aisément, Al’aide des formules précédentes et de celles 
qui donnent les dérivées, par rapport aw, de snu, enu, dnw, que les 
fonctions Ag, F(¢) de Legendre se réduisent adnu et u quand on 
y remplace 9 par amu. 

Crest en réalité la fonction inverse de F(o) que Jacobi a dé- 
signée par amu; en d’autres termes, il a regardé la limite supé- 

: Oe 'r? de : ; 

rieure o de lintégrale [ i comme une fonction de la valeur u 
Jo 

de cette intégrale, et il a appelé amw cette fonction. Dans les 

mémes conditions, A(amw) n’est autre chose que dnu. Depuis 

Jacobi, on désigne par Aamu, quels que soient w et A?, exac- 

tement la fonction de wu que nous avons désignée par dnu. 

En regardant amu comme une fonction holomorphe de u dans 
la bande définie plus haut, on apercoit immédiatement les rela- 


lions 


TT 


(CIIg ) am (K) = 


57 am (ONS) == 70 ee am(u+anK) =amu+nz, 
oll ” est un entier. 

Quand wu augmente par valeurs réelles et que A? est compris 
entre o et 1, on voit immédiatement que la fonction amu augmente 
toujours; son signe est celui de w. 

Les expressions de sin co amu, cos coamu, Acoamuw, au moyen 
de snu, cnu,dnu, se déduisent immédiatement de la définition 


de coamu et des formules (LX XII; ). 


rp 
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625. La fonction E(w) de Jacobi est univoque; on voit (n° 432) 


qu’on peut écrire 


(CU; ) E(u)= eu + Z(u); 


K 
U 
le nombre E est égal (n° 432) a f dn2u du; on voit qu’il est égal 
0) 
a E(K); c’est le E“) de Legendre. 
Le théoréme d’addition de la fonction ¢ conduit de suite aux 
théorémes d’addition des fonctions Z(w), E(w), a savoir : 


Z(u) —Z(a) —Z(u— a) = E(u) — E(a)— E(u—a) 


— —_/?snusnasn(u-—@); 


on en Ure aisément la relation 


»2k2snacnadnasn2u 
Gh DRO) ——= hi (or, MU Lia—u)= : 
a ee) ( ) ( ) 1— k? sn?asn2u 


Signalons encore la fonction Q(w), introduite aussi par Jacobi 
et définie par l’égalité 


uf E(w) du Late ae O(w) 
CH DG ee es 
(Gili, ) Q(u) =e i AED 


On voit comment, dans cet ordre d’idées, s’introduit la fonction 0. 


626. La fonction II(u,«) de Jacobi s’exprime au moyen des 
fonctions Z, ©; cette expression s’obtient en appliquant les régles 
générales d’intégration, ou en intégrant, entre les limites 0 et wu, 
les deux membres de l’égalité (a); on trouve ainsi 


ae uth O(a—w) 
(CII; ) T(w,a) = wZ(a) + = lo Coa 


ou encore, en tenant compte de la définition de Q(w), 


* I Q(u— a) 
cil l(u,a)= wu E(a) + — log 
ee, Cass) co) 2 ~°? O(u+ a) 
Dans ces deux formules, la détermination du logarithme dépend 
en général du chemin d’intégration (n° 501); il est a peine utile 


de signaler le cas, fréquent dans les applications, oti le second 
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membre doit étre réel parce que le premier l’est évidemment. On 
a, en particulier, 


(Clo) (K, «) = KZ(a) = KE(x) —aE. 


L’expression de II(w, «), au moyen de la fonction Q et la défi- 
nition de cette fonction, mettent en évidence que la dérivée de 
(uw, %), prise par rapport a w, s’exprime au moyen de E(w); il 
en résulte ce théoréme de Jacobi : 

La dérivée dune intégrale elliptique de troisiéme espéce, 
par rapport a Vintégrale elliptique de premiére espéce prise 
comme variable, sexprime au moyen d’intégrales elliptiques 
de premiére espéce et d’intégrales elliptiques de seconde es- 
péce. 


Le théoréme de léchange du parameétre et de argument s’ex- 
5 ] 5 
prime par la formule 


U(u,a)—IU(2,u)=uZ(a)—aZ(u), 


ot le second membre devrait étre angmenté d’un multiple de ax 
s1 on laissait aux fonctions II toute leur indétermination. 

Le théoréme d’addition de la fonction II s’exprime par la for- 
mule 
Il(u,a)+I(v,2)—U(u+o,a) 
116 O(u— a) 0(e —4) O(u+9 +e) 
O(u+2)O0(v +4) O(u+ 9—2z) 


I 1— k2snusnesnasn(u+v— a) 
== = kaye - 

2 1+ hk? snusnvsnasn(u+ ? +4) 
iene [1— Kk? sn2(u + a) sn?2(v + a) ] [1— Ak? sn?a sn? (u + » — 2)] 
Ted ames [x1 — k2 sn? (u — 4) sn2(o — a)] [1— A? sn2a sn?(u + ¢ + 4)] 
i. Z(a+u)+Z(a+e) PL( ws 1K) — Zip + tk) 
a ie a) = ae ee = KS Zp SKY 


IV. — Notations de Weierstrass ('). 


627. L’intégrale elliptique normale de premiére espéce, au sens 


i) 
Sy, one d Ww : es 
de Weierstrass, est Vintégrale [ a »ouY=4¥3—goy—gy:on 
is 


(1) Voir Scuwartz, Formules, etc., n° 56, 57. 
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la désigne par J (y, JY) : cette intégrale n’est déterminée que si 
lon se donne la valeur initiale de \/Y et le chemin d’intégration, 
qui ne doit passer par aucun des points @,, @, @3, et le long du- 


quel les valeurs de V/Y se déduisent par continuation de la yaleur 
initiale. A cause de la limite supérieure, quelques remarques 
concernant ce chemin sont nécessaires. 

Considérons un cercle décrit de lorigine comme centre et con- 
tenant a son intérieur les points @,, €2, e,;; désignons par S la 
région extérieure au cercle, dans laquelle on regarde comme 
une coupure la portion de l’axe des quantités négatives qui est 
extérieure au cercle, en sorte ae la région S est limitée par le 


cercle et cette coupure. Dans S, ay est une fonction holomorphe 
7 


de y, déterminée dés qu’on se donne sa valeur en un point : elle 
4 , hacen pee as I 
peut €tre représentée par une série & Ga entiere en oes ne 
Je Sf 


6 6 9 I 
contenant que des puissances impaires de —= et commencant par 
: Ye 
I : : . P : 
un terme en EC =| - Au point de S ot l’on se donne la détermina- 
Vy 
1 
tion de\/Y, Végalité — = & ie détermine sans ambiguité la 
vY vy, 
valeur de\/y, qui est dés lors déterminée dans toute la région S. Si 


Pie ' TI ae a I 
Von désigne par ®, bes la série entiére en —=, commencant par 
A 


I ae aaa Peet 
un terme en —=» dont les différents termes ont pour dérivées, par 
Da 


y, les termes correspondants de & ( 


, 


rapport a 


vA 


» changés de 
7) 


signe, ilest clair que l’on aura 


quel que soit le chemin d’intégration, pouryu qu’il ne sorte pas 
de S. Sila fonction pw est formée avec les invariants 82, 83, dans 
la méme région S, les égalilés pu=y, p’u =— /Y définissent, 
a une constante additive prés de la forme 2nw,+2n'ws3, u 
comme une fonction holomorphe de y; cette fonction ne peut 
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différer de &, Gat que par une constante C, puisqu’elle doit 
of 


vérifier dans S, comme la fonction &,, la relation gu as eae 5 
Cae LY. 
. r. I peas 6 o. ¥, 
fonction z= C 4 @, le devant vérifier Pégalité pu = y pour 


de grandes valeurs de y, C est nécessairement de la forme 

2nw, +2n'ws,; en d’autres termes, u— &, Gel est une solu- 
k Vy 

tion des équations pu—y, p'u =—\/Y: toutes les autres so- 

lutions s’obtiennent en ajoutant a celle-la des multiples entiers 

des périodes. 

Ceci posé, considérons un point quelconque y» et un chemin 
@intégration allant de ce point au point %; nous nous bornerons 
a supposer, relativement a ce chemin, qu’il finit par rester dans la 
region S, a partir du point y,, par exemple, point ot le radical 
VY a acquis la valeur VY,, déduite par continuation de la valeur 
donnée Van de JY en yo. La valeur I(yo; VX) de la fonction 
J(y, Vy) en yo sera définie par Végalité 


Ay \ 


Ionia [Fa f Za a (T); 
ee at ay 
J (Yo; V Ys) ne dépend nullement de la partie du chemin d’inté- 
gration qui va dey, a l’infini, mais seulement de la portion du 
chemin qui va de 7 a y,. En un point quelconque y de cette 
portion de chemin, la fonction J (v, VY) est définie par la méme 
égalité, ou il faut seulement effacer indice o; elle vérifie donc tout 


© poe ae, ad 4 : 
le long de ce chemin l’égalité ries a ca et peut étre regardée 


comme la continuation, Je long de ce chemin, de la fonction 
aK Saget . 
gy i) avec laquelle elle coincide aux environs de y,. Tout le 


Vy 
long de ce chemin, comme aux environs du point 7, elle véri- 


fiera les équations pu—y, p'u = —1/Y, etil en sera ainsi, en 
particulier, au point yy, pour lequel nous désignerons par Up la 
valeur de la fonction J(y, VY). 

Si l’on se donne les deux entiers n et n', et que ]’on imagine, 
dans le plan des w, un chemin qui aille de wy a uy+ 2nw,+ 2n'ws; 
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sans passer par aucun des pdles ou des zéros de pu, le point 
¥ = pu décrira dans le plan des y un certain chemin fermé par- 
tant de yy pour y revenir, en ramenant aussi le radical VY, qui 
J 
ne cesse d’étre égal 4 — p'w, & sa valeur primitive /Y,. Si donc 
on désigne par (C) ce chemin fermé parcouru en seus inverse, et 
si l’on considére la valeur de la fonction J (y, VY) au point yo, 
oo. . o , . r 2 Vy See 
origine du chemin d’intégration formé par le chemin (C) suivi de 
Yancien chemin d’intégration, cette valeur sera égale 4 l’ancienne 
valeur Up augmentée de 9nw,-+2n' Ws. 
En résumé, la fonction J(y, VY), si on la définit seulement 


par les valeurs de y et de \/Y sans se donner le chemin d’intégra- 
. p) , : x ; = / =; 
ie, o 4 2 

tion, n’est définie qu’a une somme 27, + 2n'w, de multiples de 
périodes prés; en changeant le chemin d’intégration, on peut 
Vaugmenter d’un nombre quelconque de la forme 2nw, + 27's, 
ou net nr’ sont des entiers. L’ensemble de ses déterminations est 
identique avec l’ensemble des solutions des équations (en uw), 


Di ap a= ve 


628. L’intégrale elliptique normale de seconde espéce, J!(y, /Y), 
au sens de Weierstrass, est une fonction analyuque de y dont la 


dérivée est Wee Cette condition permet de la définir, a une con- 


stante additive prés, comme une fonction holomorphe de y dans 


re As Gea ; a all 
toute region limitée par un contour simple ou Vv est aussl une 
fonction holomorphe. 

Si dans la fonction €u on remplace wu par J (y, VO) on ob- 
dtu du 


) x 
< =» c’est-a- 
Ag S< ) a 


tiendra une fonction de y dont la dérivée sera ay 


dire ia On peut done prendre pour J! (y, VY) précisément la 


fonction C[J(v,/Y)]. L’intégrale elliptique de seconde espéce 
est ainsi définie par les mémes éléments que Vintégrale de pre- 
miére espéce; quand le chemin d’intégration change, de facon que 
J(y, VY) augmente de 2nw, + 27's, J’ (y, VY ) augmente évi- 
demmentde 224,-+-27'n3. Dans la région S, la fonction J! (y, JY) 
peut étre définie comme une fonction holomorphe de 7; ce sera 
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a : fa 5 Sa I 

une série procédant suivant les puissances entiéres de — dont les 
; wa 

termes auront pour dérivées respectives les termes de la série 


he Ves Ps 
yi Ge ; elle commencera par un terme en \/y et ne comportera 
I 
aucun terme constant, puisque cette série peut aussi bien s’obte- 


: : I Pee tH or, 
nir en remplagant wu par vy Ge dans la série — — ee uw. 
; P y u oO 
qui définit Gu. 


On pourra poser, en général, 
d 
Hnv% =f o mee 


en choisissant convenablement la constante dintégration. 


629. L’intégrale elliptique normale de troisiéme espéce, au sens 
de Weierstrass, intégrale que l’on désigne par J(y, /Y; 71, VY1 ); 
est une fonction analytique de la variable y et d’un paramétre y,, 
dont la dérivée par rapport a y est 


Dy ay Ve 
oo ey ee VY! 


Si Pony BS ag VY, 1, VY, respectivement par pu, —plu, 
pu, — pu, elle deviendra une fonction de w dont la dena 


u a 
par rapport a w, sera - UE ee Une telle fonction est 
2 pu—pw 
lo Sui) + utuy; 
om mow / 21 


on pourra donc prendre pour J (y, WN, VG) expression que 


Yon obtient en remplacant uw et uw, par Goa sare) (v1, /Y;) dans 


(a) 
log ————— 
CuUsUy 


Ewa ( ae oat , Or ) , 

J (y, VY), J(y1, VY, ) sont entiérement déterminées, nest dé- 

finie de cette fagon qu’a un multiple prés de 277, a cause de la 
présence du logarithme. 

Si lon remplace, dans l’intégrale normale de troisiéme espéce, 


I(y, /Y) par J Tiga Y)4- 2nw,+2n'ws, elle augmente de la 


+ uCu,. Cette fonction, si méme les quantités 
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quantité 


—2(nn, + n'n3) J Cyn YE) ae oe) ee n'ws3)I'(y1, VY) +an'xi. 


630. Le théoréme de léchange du paramétre et de argument 
s’exprime dans les notations de Weierstrass par l’égalité 


My, VY; 71,VV1) —I (yu VN VY) 
= (y, VY) J (Way UX Gy, VY) J (v1, VY;) + (2n+1)Tt. 


Les théorémes d’addition pour les intégrales normales des trois 
especes sont contenus dans la proposition suivante que nous 
empruntons textuellement a M. Schwarz ( Formules, etc., n° 57). 

Si lon pose 

Uy + Ug = U3, 
puis 
Xr = PU, oe os puy, C= pla, os pu3- 


Jo =— pu, Ii=— Pu, Y2=— pla; 3 =— p'Us, 
on aura les égalités 


J (4%, 1) +I (@2,.%2.) = SJ (235-73), 
J(a, 1) - SV ( £2, V2) = J'( a3, ¥3) us I Vi paras 


2%, — Xs 


J (21,713 Lo, Yo) + J (%2,725 Lo, Yo) 


I I Vise Vo 5A Seay) 
= = | . 
2 &1— Xo 


= J (23,73; 20, yo) — log 


Chacune d’elles exprime que, si lon attribue a chacune des in- 
tégrales qui figurent dans son premier membre l’une quelconque 
des valeurs en nombre illimité qu’elle est susceptible d’avoir, la 
somme obtenue est égale a l’une des valeurs en nombre illimité 
que peut avoir le second membre. 
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CHAPITRE XI. 


SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES DE WEIERSTRASS. 


INTEGRATION DE L’'EQUATION DIFFERENTIELLE 
( dz y 


diy 


= 4) 3'*+ ha, 3? + 64232 + 4a35+a,. 


631. Nous rappellerons d’abord quelques propriétés relatives a 
la forme du quatriéme degré 


R( 41, 32) = 9 34 + 4 a, 33 3+ 625? 24+ 434,33 + a, 5h. 
Sil’on y fait la substitution 


. 5, =A, Z,+ wy Zo, Bz = eZ, + poZe, 
elle devient 


Ay Zt + GA, Z}Z.+ 6AoZ7 Z5 + 4A3Z,23 + A,Z3 
en posant 
Ayp=R(Ar, 2), 9 4 Ar = pr Ry, + war Ry, 


" 


12A> = 2}? Ry + 2p pe Rhy, + we Rhy =APRy2 + 2A AeRuy, + AZRi2, 
hAs= Rp, + 2p, Ay = R(p1, 22); 


dans ces égalités, Rj, Re Ra, Bans Rj; d’une part et Ry, -.., 

v2 d’autre part, désignent ce que deviennent les dérivées par- 
ORM OR S02 Roy 02 Rie 02 
0%, 03, 022” 02, 0z, 05? 


in DUK par wa, po- 


tielles 


quand on y remplace z,, 2) par 


Désignons par H(z, Z2) le hessien de la forme R(z,, 32), c’est- 
a-dire la forme 
e rete 1) " 11 
H (41,42) = 1 (Rey — RES) 
= (A) Ay — AZ) BE + 2( Ay M3 — A Az) 3} Ze 
+ (a) a, + 20,03 — 342) 33.33 + 2 (1 a, — A243) 51 33 


+ (yA, — a3) 25. 
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Si go, 23 désignent les invariants de la forme R(z,, 32), savoir 


( 2. = 342 — 4,434 aay, 


(CXLHI;) 


) 83 = 2A4 Ay Az + Ay AeA, — A, a} — a3 —ay a3, 


et si Gy, G; désignent les quantités analogues formées au moyen 
des coefficients Ay, ..., A, de la forme transformée, on a 


A, in} 
G, = 829", G3 = 830°, 


en supposanl 6 = Ay Yo — Ag py. 
Nous aurons besoin de Videntité 


Riza) Ce he (2? Rh: +24122R), + 33 Ria)? 


144 


" 


7 9 ‘ \9 I h 
(23 Hy» = ees Ab, aS £85 Hy3) A2s1 = Ay 39)? oa 3 B2(A2 4. Meg’. 
On y parvient en remarquant que le premier membre, multi- 
plié par 144, n'est autre chose que le déterminant 


2 A? Rez + 2g Ae Res, + AZ R22 
ne} APR}2 + 2AgAg’RAy, + AZRiQ | 


qui est le produit par Ay z, — A, 52 de la quantité 


dans chaque déterminant, ). 2, — \, 2. se met encore en facteur, 
et l’on parvient ainsi 4 lidentité annoncée, qui, d’ailleurs, pour- 
rait se déduire aussi de l’identité G. = gy 3%. 


632. Notre but est d’in tégrer Péquation 


(a) (F)'= Re), 


ot. R(s) désigne le polynome en s obtenu en remplacant dans 
R(41, 52), 41 par 5 el 52 par 1; nous écrirons a loccasion R(z, 1) 
pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(<) n’a pas de racines égales, et que @, a, ne s’annulent 
pas simultanément, ou encore, que la quantité g3 — 29 g3 n’est 
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pas nulle. Nous avons vu (n° 598), quwil oe une substitution 

dz iy 
VRG) per 
Y= 4? — g2.7 — g; est formé avec les invariants fondamentaux 
de la forme R(s); les coefficients 2, 8, y, 6 de la substitution 


linéaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de R(s) 
et d’une des racines de ce polynome. Chercher une solution z de 
Péquation (a) qui, pour une valeur de w arbitrairement choisie 


U = Uo, se réduise a une valeur donnée z), tandis que sa dé- 


pee aye 
linéaire s = “~~ P < qui changeait 
yy +5 


-» ot.le polynome 


rivée 2’ se réduit 4 une détermination donnée 3) de \/R(s)), re- 
vient done a trouver une solution y de l’équation 


dy \? 
(6) (%) hoe 


qui pour w= uy se réduise a la valeur yy correspondant a <9, 
landis que sa dérivée y’ se réduit ay, = — V/Yo, la détermination 
de ye résultant de la détermination de \/R(z)), comme il a été 
expliqué au n® 598. Or, la fonction pu= p(u; go, g3) étant 
construite, on pourra déterminer un nombre ¢ tel que l’on ait 
Po =o, P' Po =; Ia fonction y = p(u — uy + ov) vérifiera 
l’équation () et satisfera aux conditions imposées : done la fonc- 
tion 

ap(uU—Uy+ %)) + 8B 


> 


yp(U— U+%)+6 


— 


vérifiera ’équation (@); pour uw = wo, elle se réduira a Zz), tandis 
que sa dérivée se réduira a z,3 c’est évidemment la seule fonction 
analytique qui satisfasse a ces diverses conditions, lesquelles dé- 
terminent les valeurs pour vw =u, de toutes les dérivées de s. 
D’ailleurs, yo ety, s’expriment rationnellement au moyen de Z,, 
z, et dea, 8, y, 6. Le théoréme d’addition de la fonction p 
montre, dés fea que PTD rationnellement au moyen de 
p(t= up), p'(u— up), 20, 2, et de-a, 8, 6; you de ay, «.., a; 
et d’une racine de R(z); mais, quelle que soit cette racine, le ré- 
sultat doit étre le méme; l’expression finale de z doit donc, en 
vertu de la théorie des fonctions symétriques, étre rationnelle en 
p(u— up), p'(u— uo), Bo)3) 40, My Aa, Ay, Ay; il en est évidem- 


ment de méme pour z’. Cette conclusion apparaitra directement 


T. et M. — IV. 5 
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sur la méthode d’intégration de l’équation (a) qwil nous reste a 
développer, méthode qui mettra aussi en é€vidence ce fait que 
p(u—wo), p(w — uw) s’expriment rationnellement au moyen 
de Z, Z', 0) 39, Go) «++; 4, en sorte que les substitutions qui ex- 
priment s et 2’ en fonction de p(w— Uy), p'(u— uo) sont des 


substitutions birationnelles. 
Nous nous bornerons au cas oti dy est différent de 0; car, dans 


le cas ot @ est nul, la substitution entiere du n° 598 fournit ai- 


sément les substitutions birationnelles cherchées. 


633. Ayant choisi arbitrairement une détermination de \/dao, on 


I a , . N 
poses = = y— = » afin de ramener l’équation (a) ala forme 
ag 0 


dy a 4 S Pest 
(%) = Vy + 6Boy + 4 Bsy + B,, 


dans laquelle B,, B;, B, sont donnés par les formules 


2.04 — 3a) a, A, + a? a3 


2 
Ay Ay — a 
Bye aoe Bis == 


a9 ay Yao 


— 3at + 6a) a} dy— 4a} a, 43+ 43 a, 


B, = > 


ae 


L’équation différentielle en y est de la méme forme que l’équa- 
tion 

dy\2 
(s) =y'—6y?pa+ 4yp'a+op?a—2p"a, 


que l’on a obtenue au n° 430 et ot a est une constante. 
En identifiant les deux seconds membres on obtient les trois 


équations 


B, =— pa, Bz; = p’a, B,=9p2a — 2p"a=6p2a-+ gy. 


Si entre ces trois équations et la relation p?a = 4 p'a— gy» pa—g, 
on élimine d’abord pa et p‘a, on obtient pour les invariants 22,83 
de la fonction ples valeurs B,+ 3B}, B,B,— B3— B? qui, comme 
on s’en assure aisément en remplacant Ba, Bs, B, par leurs expres- 
sions en fonction de a, ..-, @,, coincident avec les expressions 
(CXLHI,) des invariants fondamentaux de la forme Fi) )alies 
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deux équations 


CXL pes A} — Ay ay oe 2A} — 3A) a, Ay + A a3 


cA) a Vado é 


montrent ensuite que la constante aest déterminée, a des mul- 
tiples prés des périodes 2,, 203. 
De ce que la fonction (n° 450) 


ep a 

SS pu—pa 

vérifie l’équation différentielle en y, il résulte donc que l’équa- 
tion (a) admet la solution 


. I pu—p'la ay ite pe ay 

s= == — = — ——=[Gu+ Ca —C(iu+a)|— — 

(CXDINIS) | SI ee eS Vay ‘ j : yas 
(UGALITI 3 = 

| a Vag DU — 20.0 O 4 Odea, as 

a I 


2A) PU + 2( Ay az — a?) 


ott les invariants g», g3 de p sont les invariants fondamentaux 
(CXLIIL,) de R(z). On en déduit facilement, en utilisant la for- 
mule d’addition (CIII;), la relation (‘) 


(CXLITI; ) oy RY(4) = 202? + 24,5 +a,=pu+p(u+a). 


L’expression de z' s’obtient aisément en différentiant la seconde 


(‘) Ainsi qu’on l’a dit au n° 616, les formules (CXLIUI) permettent de ramener 
une intégrale elliptique quelconque a une intégrale portant sur une fonction dou- 
blement périodique. Lorsque le chemin d’intégration est donné pour la variable s 
de Vintégrale elliptique, les difficultés relatives a la détermination du chemin 
correspondant pour Ja variable uw de la fonction doublement périodique, se re- 
trouvent naturellement, dans le cas général, quand on emploie la substitution 
(CXLIIL,); toutefois ces difficultés disparaissent quand tout est réel, coefficients 
et variables. D’ailleurs la méthode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger 
la résolution préalable de l’équation R(z) = 0; a la vérité cette résolution de- 
vient nécessaire quand on veut effectuer les calculs numériques, ne fit-ce que le 
calcul des périodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour lintégrale 
elliptique, sans effectuer la résolution de l’équation du quatriéme degré, peuvent 
étre suffisantes, et, d’un autre cété, il est bon de rejeter a la fin tous les calculs 
numériques, de maniére a mieux se rendre compte du degré d’approximation. 


S&P 


Signalons l’application de cette méthode aux intégrales du type i dz, 


VR(s) 


68 CALCUL INTEGRAL. 


expression (CXLIII;) de z et en utilisant encore la formule d’ad- 
dition (CIII;). On trouve ainsi (') 


e I Loe ey Oe 
zg’ = —— [pu—p(u+a)] ie [apu pa {QS |, 


ao ao 
d’ou, en tenant compte de la formule (CXLIII;), 


(CXLITI; ) B= SLES pa ae a ae ee 
a) 


La troisiéme expression (CXLIII;) de z est rationnelle en pu, 
pu, ao, Ay, Ax, 43, 4,; la dérivée z' peut donc s’obtenir sous 
la méme forme. D’autre part, léquation (CXLIII,) montre que pu 
s’exprime rationnellement au moyen de g, 2’, Y On ace ore ee 
quation (CXLUI,), résolue par rapport a p’w, montre que p/w s’ex- 
prime aussi rationnellement au moyen de g, 2’, Van Cie 
done on se donne deux valeurs concordantes Zo, z, de z on peut 


9 


ou p est un nombre entier positif que Von peut supposer étre égal a 0, 1, 2 
(ne 619). La substitution (CXLIII,) donne de suite 


ah Baz a4 G@ eee a) ie I is v(u+a) 
= = = — 1 = g ) 
VR(4) a Vay a 


ou e est une constante arbitraire; la relation (CXLIII,) donne ensuite la sui- 


vante 
Ay) ZS? + 20,2 + a, 
OE 2 = 0 SW A @) = bu; 
VR(4) : 
2 one f : eases ZB dz 2) a, 
ou c¢ est une constante arbitraire, et qui permet d’obtenir — Les inté- 
J VR(s) 


BP dz 
eralesidul type =| >———— 


L d Q t A iY ere . 
le changement de z en ~» a des intégrales du méme type, ott p est positif, mais 


» oll p est un entier négatif, se raménent d’ailleurs, par 


ou R(s) est remplacé par un autre polynome R,(z) ayant les mémes invariants 
que R(z). 

C’est par cette voie que l’on a obtenu les formules (CXLIV). 

(1) Les valeurs de w qui annulent 3’ apparaissent immédiatement sur la pre- 
micre des expressions de cette fonction: elles sont congrues (modulis 2w,, 20s) 
: a a a a } 

a y= = ayy ++ Ws, = + 03; en remplacant, dans l’expression de <z, 


9 9 


uw par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de I’équation R(z) =o. 
Crest la résolution, au moyen des fonctions elliptiques, de ’équation du qua- 


triéme degré. 
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déterminer, a des multiples prés des périodes, la valeur corres- 
pondante ¢) de w qui vérifie les Equations (CXLIT,_,) et les ex- 
pressions de pv, p!y seront rationnelles en 39, 3), Vv, G1) -- 
Cette valeur étant déterminée, si l’on remplace dans les équations 
(CXLHI,_,), w par w— wo + %, on obtient manifestement, pour z, 
une solution de l’équation (a) qui, pour w= Up, se réduit a Zo, 
tandis que sa dérivée se réduit a 3,3; cette solution est la seule 
fonction analytique qui satisfasse 4 ces conditions. 
En appliquant & p(w — uy) + ¢,) le théoréme d’addition, on 
voit que la fonction s ainsi obtenue s’exprime rationnellement 
; 


(ainsi que sa dérivée) au moyen de p(u — wy), p'(u— to), 305 2g? 


Vay, Gs, ---. On voit de méme, en considérant successivement 
les équations (CXLIIE,) et (CXLUI;), que p(u— uy + vo), 
p’(u — uo + £9) et, par suite, p(w — wo), p'(u — uo) s’expriment 
rationnellement au moyen de s, UL aN ohare OU YOU 
encore que lirrationnelle \/a@» doit disparaitre des résultats qui 
ne peuvent changer quand on y remplace /ay par — /ap. Les 
substitutions qui permettent d’exprimer z et s/ en fonction de 
p(u— uo), p'(u—u,), sont donc des substitutions biration- 
nelles, comme on l’avait annoncé. 


634. On obtiendra les résultats finaux sous une forme élégante, 
due 4 Weierstrass, en procédant comme il suit : 
En reprenant les notations du n° 631, faisons, dans l’équation 


différentielle (a), 


" KZ + py dz 8 dz 
is Not te a du S (As 


elle deviendra 


du 


LS? A ; A ! 
(A) (Ge) = RUA +6 Be BG ak 
Ge = 


Cest une équation du méme type que l’équation (a). On voit de 
suite que les invariants fondamentaux du polynome du quatriéme 
degré qui constitue le second membre de cette équation sont les 
mémes quantilés g» et g; que pour R(z). Il en résulte qu'elle ad- 
met la solution 


63 VA, pu—20?A;pu+ A, A,— AjA; 
262Ay,pu+ 2(AyA,— A?) 


Bo) 


(C) Ts 
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ot les mvariants 22, g3 de la fonction pw sont encore les inva- 
riants fondamentaux de la fonction R(z). Il en résulte aussi que 
la dérivée de Z est donnée par la formule, analogue a la for- 


mule (CXLUI, ), 


aL 


(D) Fate STR 


(252pu— Ao Z?2—2A,Z-- Ap). 


‘On obtient une solution < de Péquation (a) et la valeur cor- 


Needs 
respondante de 5 en remplacant, dans seit 


eyeaeyre: Z pav la valeur 


oe 


pees tg 


que définit l’équation (C), et, dans l’équation (D),Z par : 
dL ae Nise ee eke 
Bak, Caan on trouve ainsi 


— dz I 


— = 2(h25 — hi)? Pu — x (Cy 32? + 20,34 Cz), 


52 
ot lon a posé 
Cy = Ao p3 —2A, ope + A2A3, 


Cy = — Ao pa pa + Aa (Ai pa Aa tr) — Aads ha, 
Cy = Agu? — 2AqA, uy + AdA?. 


Si, dans les seconds membres, on remplace Ay, A,, Az par leurs 
valeurs 


ee 0 (AF Bh2 + 201 de RY, + 3 Ri3)s 
Ay = — [Aru Bhp + (ide + oe) Rha, + Aa pa Rha J, 
A; =— (43 Ros + 221 Pe Rj, + 3 R32), 


2 


on trouve immédiatement 


o7 
w 


= 
] 
oe 
& 
I 
oe 
~ 
2 
lI 
| 


” 
vp Bu 


w 


en sorte que l’équation (D) peut s’écrire sous la forme 


1z " " ”" 
(dy Whee =o Oe a ee (Ry? 22+ 2R)), 2+ R53), 


du 12 


qui montre, comme l’équation (CXLHI,), que pw s’exprime ra- 


tionnellement au moyen de 4, 2’. 
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sels : Ze ruse ; 
En écrivant que Vexpression de 7, ainsi obtenue vérifie l’équa- 
au 
lion (@), en se rappelant que Von a Ay = R(Ay, Az), en utilisant 
enfin Pidentité du n° 634, ot l’on remplace z, par 5, 2 par 1, on 


trouve de suite la relation 
” A ' N «S Ui 
== (2 o- Se 22 oe 5+ Hy t= 
< : 5 ui Wh >! a 7] 
—(Ag5— 1)? yy? + ae (R25? + 2h). 2> Ry3) = ©, 


ou y a été mis a la place de pu. C’est Ja relation du second degré 
en y et 5 qui doit (n° 441) exister entre ces deux fonctions dou- 
blement périodiques du second ordre. Nous en représenterons le 
premier membre par 


F(z, vy) =Azs?+-Bs+ C= ay?+ By +y, 


ot. A, B, C sont des polynomes du second degré en y eta, 8, y 


des polynomes du second degré en z; les expressions explicites 
de ces polynomes résultent de l’équation (F). 
Les notations précédentes permettent d’écrire léquation (d@) 
sous la forme 
VAgs =— (207 +8); 


@ailleurs, en différentiant l’équation (IF), on trouve de suite 
(2As+B)s'+(2ay+8)y'’=0; 
on en conclut, par l’élimination de z’, 


NG 
2A 


Cette valeur de s est nécessairement l'une des racines de ]’équa- 
lion (F), considérée comme une équation du second degré en z; 
—B—YVAoy’. 

2A 
—B+VAyy' 


2A 
My Z+ 
obtenue en remplacant, dans 2—"', Z par la valeur que donne 
S No ZL a 2 


’équation (C); cette derniére valeur permet d’obtenir simplement 


autre racine serail 


L’ expression ne peut différer de celle qu’on aurait 


les valeurs de z, 3’ pour vw = 0; en effet, si, dans le second membre 
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de (C), on suppose pw, p'u remplacés par leurs développements 
en série suivant les puissances ascendantes de w, que l’on sub- 
WA ae a 
QZ + Vo 


‘ 


SS 


stitue le résultat dans e l'on ordonne, enfin, suivant 


les puissances ascendantes de w, on trouve pour les premiers 
termes 


ste, 


dy VAs 
ad ie aime 2 


2 1 
Ag 2 


so 


set : Opa A 
se réduisent donc respectivement a Nome 
\2 \9 


I 


pour u—0, 4 et z 


fo BE Ny! 
Ger ws 


; . ve 2 > 
ne est la solution de l’équation (@) qui, pour 


andi aK : one Pay NS 
U0, se reduitaa me tandis ‘que sa dérivée se réduit a aa 
2 \2 
635. Si, maintenant, dans les calculs précédents, on suppose wu 
y) 2 ? 
remplacé par u— wy, en sorte que y, y/ désignent non plus pu, 
pu, mais bien p(u— wo), p'(u— uo); si Pon désigne ensuite 
par 2), 5) les valeurs auxquelles on veut que se réduisent, pour 
u = Ug, la solution z de l’équation (a) et sa dérivée 2’; si l’on pose 
}y = Zo, Ag =1; si l’oncchoisit pour V/A) = \/R(z) la détermina- 
tion qui est égale a z, ; si l’on désigne par r(s, 3), h(s, 40), ce 
que deviennent, dans l’hypothése ot nous nous placons, les quan- 
ulés 
7] P !) x " 
— (R33 Be 2 Rye BAS Rj3), 


== (Hye Z*+ 9 Hoe 2+ W2), 


qui figurent dans l’équation (IF), ce qui revient a poser 


(1) Ir (Z, 39) = Ay. 52 22+ 204593(5 + Zo) + A2(52 + 4505 + 32) 
+ 243 (3) +3) + ay, 
age Seer I : 
h(Z, 39) = (ao a2 — A?) 52 2? + i (@p 3 — A, 2) 5) 3( 50 + 5) 
I 
(2) HG (Qo My H 2013 — 245) (3? + 4505 + 5h) 


I 
+ 5 (a1 ty — A243 ) (Zo + 5) + (a,a,— a3), 


en sorte que la relation (I) du second degré entre z et 
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¥ =p(u— u,) prenne la forme 
(EEG 509) 1 (620, =“ 82(Z— 3)? — (6 — 4)? 2+ PZ, 40) ¥ = 9; 


si, enfin, on conserve les notations A s?+ Bs + C, #72 + By +y 
pour en désigner le premier membre, la fonction 


(4) pa BV Ay’ — — B+ sp p'(u—w) 
7 2A o aA 


est la solution de l’équation différentielle (@) qui, pour w= wo, 
se réduit a Z), tandis que sa dérivée se réduit a 3) (‘). 

L’équation (d), en tenant compte des notations actuelles, 
montre que l’on a (?) 
"+ r(4, Zo), 


> ’ 


2(3— Zo)? 


By 


(5) y= p(u—w) = 


cest la racine de l’équation «ov?+ 8B y+y=o qui devient 
infinie pour s= Zp»; l’autre racine de cette méme équation est 


—2)3'+7r(4, Zo), ; bs b Ral op. 8 H (Zo) 
= ———}, Pour 2 —=»2,, elle. se réduit a7— Ree 
D 


» comme 
2(3— Zo)? 


on le voit en faisant z= <p dans l’équation F(z, z), y)= 0. 


636. Soit f(w) une fonction analytique univoque qui vérifie 
Péquation (a); ce sera, d’aprés ce qu’on vient de voir, une fonc- 
tion doublement périodique du second ordre. Il est clair, d’aprés 
Panalyse précédente, que l’on satisfera aux équations 


F[z, 2, p(u — uo)| = 0, 


—B+z)p'(u— uo) _ 
oa , ji (G—= GH) = 


en supposant 
s=f(u), s=f(w), F=f'(4),  % =f (uo), 


et cela quels que soient w et wo. Il ne faut pas oublier que A, B, C 


(1) Notons, en passant, les circonstances suivantes : p,, vp, n’interviennent pas 
dans les résultats; r(z, 2), h( 4, 4), pour = Z, se réduisent aR(2,), H( 4); 
F (4, 2), 7) est symétrique en 2, Z). 

(*) Cette relation est due 4 Weierstrass; on en déduit immédiatement l’expres- 
sion de p'(w—u,) enifonction rationnelle de s et de ’. 
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sont des fonctions entiéres de 3) et dey’, ot il faut supposer que 
zy est remplacé par f(t) et y par p(w — u,); dans ce qui suit, 
nous supposerons de méme que, dans x, 2, y, ona remplacé z, Zo 
par f(w), f (to): 

La seconde racine 


—B-—f'(uy) p'(u— uo) 
2A 


et 


de léquation Az? + Bz+ C= 0 n’est autre chose que f(2 Uy — u), 
puisque cette derniére fonction satisfait a ’équation différen- 
tielle (a) et, pour w== Uy, se réduit & f( uo), tandis que sa dérivée 
se réduit & — f’(u)); on en conclut 


jo fe. = flu) fou —u)= $3 


les seconds membres sont des foncuions rationnelles de /(u), 


p(u— wu). 
De méme 
Fi (to) f' (4) £7 [f(t fH] 
2[ flu) —f( uo )]? 


p(u— uy) = 


est une racine de l’équation en y, «vy? + By +y= o. Si, dans 
Végalité qui précéde, on change, en désignant par a, 6 les poles 
de f(u), Ut ena+b6—wW, ona 


— f' bo) f'() + 7 [f(), FW) 
al f(u) —f(uo))? 


p(u+u—a—b)= 


? 


puisque l’on a (n° 433) 


adf(a+ b— to 


fla +b — Ww) = flu), = — f'( uo); 


duo 


p(u-+ uy —a—b) est done la seconde racine de I’équation 


ay? + By -+y. Puisque, pour u = Up, elle se réduit-4 — Tent 
on voit (') que lon a 0 
H 
plau—a—b)=— 


En supposant wv) = 0 dans les formules (1-5) du numéro précé- 
dent, on obtient expression rationnelle de /(w) au moyen de pu, 


(') Hermite, Journal de Crelle, t. 52. 
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p'u, la relation algébrique entiére du second degré entre f(w) el 
pu, Pexpression rationnelle de pu au moyen de f(wu), f/(w) et 
Von pourra en déduire l’expression rationnelle, au moyen de /(w), 
J'(uw), de toute fonction doublement périodique ayant les mémes 
périodes que f(w) (n° 435). 

L’équation (4), en y remplagant wu par uw + Uo, jointe a l’équa- 
tion (5) elle-méme, fournit, au moyen des formules (CHI), diverses 
formes du théoréme d’addition de la fonction f(w). Le lecteur 
pourra multiplier les applications en prenant pour le polynome du 
quatriéme degré (ou du troisiéme degré), R(z) les polynomes qui 
conviennent aux fonctions p, &, sn, . 


637. Regardant toujours z, 3), 3’, , comme représentant /(w), 
J (uo), f'(u) f (uo), puis uw el Uy comme des variables liées par la 
relation uw — wy = c, ol.c est une constante, les relations 


du = du, Umi fal(CUL) Ae dzy = f'(uo) duo 
fournissent immédiatement celles-ci : 


dz —- dy dz _— d& 
F()~ Fu) VR) VRC)” 


ott JR(s), VR(s0) désignent les déterminations des radicaux qui 
sont égales af’ (uw), f'( uo). 

On a, dailleurs, 
VRC) VRC) + rs, 20), 


2(%— 50)? 


F(z, 0,pe)=0, pe= 


Ces relations, ot. pce joue le réle de constante arbitraire, peuvent 
étre regardées comme des formes différentes de l’intégrale géné- 
rale de léquation différentielle d’ Kuler 
GEN en “AS eUN: 
VR(s) VR (40) 


cette intégrale, que l’on peut aussi regarder comme obtenue par 


’élimination de wy entre les équations transcendantes 


; % =f (Up +c), Lay = Ji (hy) 
est algébrique. 


Si 
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638. Si lon considére en général une fonction f(x), 22, .--5 Zn) 
des variables 2,, 22, ..., Zn qu’on puisse regarder comme homo- 
géne et de degré y quand on regarde ces variables comme étant 
respectivement des degrés o,, %, +--+, %n, c’est-a-dire pour la- 
quelle on ait, quel que soit d, 


(a) WY F245 HY, - +25 Bn) Sj UShaaig %2 Lo, e885 On Bn), 


on aura, par une généralisation aisée d’un théoréme classique, 


(b) faa 2 + wes GE ante A 

Les expressions de 5,25, Gj, x) «-+ aU moyen dea, Ws, 
montrent que, si lon regarde w,, w3; comme du premier degré, les 
quantités énumérées sont homogénes avec les degrés respectifs 
— 4, —6, —12, —1, —2,...; elles conserveront ce méme ca- 
raclére, comme aussi leurs degrés respectifs, si, au lieu de les re- 
garder comme des fonctions de w,, 3 on les regarde comme des 
fonctions de g2, 93, pourvu que l’on regarde ces derniéres va- 
riables comme ayant les degrés —4, — 6; c’est ce que nous 
ferons dans la suite. Dans ces mémes conditions, si l’on regarde 
la variable w comme étant du premier degré, les fonctions 


O(U; §2, 8&3), C(U; 82, 8&3), P(U; 8a &3)s Far fou, Eas, 


sont homogénes (') et des degrés respectifs 1, —1,— 2,0,1,0,.... 


. : u HER ; 
(‘) Dans les fonctions S(¢), la variable » = —— doit étre regardée comme 
2W 
, ’ ° nN eis on s . 
étant du degré 0; les fonctions elles-mémes, enyisagées au point de vue ot nous 
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Pour les trois premiéres fonctions, par exemple, les équations 
(VIT,,2,3) appartiennent au type (a); il en résulte qu elles véri- 
fient des équauons aux dérivées partielles (b) que nous nous dis-~ 
pensons d’écrire. 

Si nous considérons deux fonctions o et ¥ des seules quantités 
$2, $3, qui soient homogénes et du degré o, ces fonctions ne dé- 
pendent au fond que d’une seule variable, et, par conséquent, 
Pune queleonque d’entre elles peut étre regardée comme une fonc- 
tion de l’autre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc- 
tions k, k’, c, g, S(0), J(*), K, K’, .... La dérivée de 0, regardée 
comme fonction de ¥, sera évidemment donnée par les formules 


639. Nous allons montrer, d’aprés Weierstrass ('), que la fone- 
tion o(u; 22, g3) vérifie une autre équation aux dérivées par- 
tielles que celle qui résulte de Phomogénéité. Dans ce qui suit, 
pour abréger l’écriture, nous écrirons ¢, ¢, p, p’, ... au lieu de 


‘ Op(U; 825 23) 
O Se ; la AF ; oan . 162953 Z 
GB (U; Bay 83)) S(U3 $2, Ga), PCY; G2) Ss), 5 > +--+ et nous 


continuerons d’employer les accents pour désigner les dérivées par 
rapport a w. 

En égalant les dérivées partielles, par rapport a g», gy des deux 
membres de l’équation p’? = 4p? — go p— gs, on trouve de suite 
les relations 


' 7) ep 2 i uv Op 
oS, (See 2p7— &» — — =. 9 — p 
" eu 082 (2) a Oe P P og Ps 

10 Op 5 op » OP 
a 4— 2% — = 2p — — ; 

2p! ae (12p 82) Ja, T= oy a 


qui fournissent aisément les suivantes 


On ae op ep OP ie GO || 2 i a 
Oui pide, | 2p"? du|p' 083 9 p?’ 
: pet ih eae sae ee 
en remarquant ensuile que la dérivée — na de I Peulss-ecrire 


nous placons, sont du degré o. De méme, les fonctions snw, cnu, dnw, ot la 
variable ne désigne pas le méme uw qui figure dans pu, mais bien cette derniére 
variable w divisée par Ve, — @,. 

(') Monatsberichte der Berliner Akademie, 1882; p. 445. 
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I ee 
ce es aoe 7 oul Von peut remplacer ya par sa valeur tirée de la 
2 pe 


derniére de es uation précédentes, on voit que Von peul écrire 


les trois égalité 


{seep On Laeps Opes OAL gop 

pe ae ” Ou p’ 083 prs Ou |p! 0g, |? 
ee OD EERO 
p26 dul p' 083 6 dul p. 


Si donc on considére une expression quelconque de la forme 


~ f(p), ot f(p) est un polynome en p, on voil, en supposant 


Pe ase 
effectuée la division de f(p) par 4p? — gop — gs et en se rappe- 
lant que les puissances entieres et positives de p sont des fonc- 
tions linéaires de p et de ses dérivées par rapport a u (n° 411), 


I . i ee 
que ane) peut se mettre sous forme d’une expression linéaire 


7) 0 0 0 : : 
en pp, Ds jee, -.. el en aa (5 e )> EB u | expression qul 


p 0g2/ ou |p' 0g3 


s’intégrera Rg Nous appliquerons cette remarque a 


1»! ? 


la dérivée pp ae! de =: en mettant cette dérivée sous la forme 


i , Roe. 
— /(p) et en suivant i méthode précédente, on trouye 
es 


Cis Beanon he, ee wl Ree PO I ge 2d iO 
goo PSS a liga | ped ee ips 


dot, en observant que, aprés lintégration, les deux membres 
doivent étre des fonctions impaires de w, en sorte que l’intégra- 
lion n’introduit pas de constante, on déduit, aprés avoir multiplié 


A / 
par p, 


rans sea Oe ER he Gh op op 
0) Mee eres eye ie: 


On intégrera une seconde fois, en appliquant au terme pf du se- 
cond membre la régle d’intégration par parties, ou plutdt en se 
servant de Videntité 


Oe DO pea ee en yn 
(Piy= pet pl =pe—ps] CP ta 
‘ ; é : we 
et Pon trouvera, aprés des réductions immédiates, 
Be ¢ ar 
2, SD) Se a as 
(2) a pot R O93 123 18 $3 02’ 
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on n’a pas fait figurer de constante pour la méme raison que tout 
a Vheure. En intégrant encore une fois, on obtient 


co} >. 
3 3 oS dlog¢ dloge 
~p= G+ 2 y2— 2? 2 — 18 23 a 
2 2 8 cs 083 O82 
3 82 i Wey Te Os: 
=~ a 2. y?— g? — —18g3 — , 
2, 26 083 T 083 


absence de constante résultant cette fois de ce que dans les 
deux membres, développés suivant les puissances de w, il ne doit 
pas y avoir de terme indépendant de w. Finalement, a cause de la 


MH 


relation — p+ (2 = = on arrive a l’équation aux dérivées par- 
J 
tielles 
O20 2 Os 0s O9 
XCU —5 g? — —2g3,-+>ws=0 
( ) Ou2 By keh) 023 PAG, Fe ; So 


qui était notre objet principal. 


540. En remplacant, dans cette équation, ¢ par dx(p — ex) 2, 
on formera une équation aux dérivées partielles que vérifiera o,, 


a savoir 


lowe OS oy 82 
ns ee Ue t Gas = «| Cig Os 
) "2 


(XCII) 


12, 
Pour y parvenir, on calculera d’abord la dérivée seconde, par rap- 


port au, de oy == \/p — €,0; on trouvera de suite 


1 wl 9 19 " 
SESE , Oey 3 jo T p ‘ 
Nipeay eo" 6 = Se = 5 |ow 
p— ea A (pi eo, )2 2 1 —= Ce 


on a besoin de ealculer aussi ce que devient, par la substitution 


ey os 


w 


J = 3,(p— eq) 7, la quantité = 8 Be ates WEE cette quan- 
2 OR; 
Lilé, multipliée par \/p — eq, est égale a 
2 oe) OS x L192. 05x On E o2 Op. +122 S| 
Bae en te ene MT ey) | oe ORs oF Oe. 
Ov 2, 5 Oey, ; | 
a He es Ee |e 
eae: 083 PONE 


la quantité ; Boe 3 +1223 fe figure dans l’équation (1); elle est 
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= jo '¢ — S2; les relations 
égale a 3 p+ 2p'G — =; les relations 
0e Cy Oey, I 
XLV - = ? = 5 ? 
(CXLYV;) Of% 1262 — & 083;  12e2— ge 


se déduisent aisément de l’équation 4¢; — g2e, — 3 = 0, et un 
calcul facile donne (') 


5 
9 0e de 2 +18 e483 2 : 
x SP ay pa a 52 as =s (6e2 ea: 


on n’a plus qu’a substituer, dans le premier membre de l’équa- 
tion (XCH) du numéro précédent, préalablement multiphé par 


\/p — ex, les quantités 


— 2 (yoy ie a 
oy —e ( o 1223 D — €, 
Vp 25) 3 532 083 v fo) OL: Vi} a) 


par leurs valeurs; le résultat, si ’on remplace oy par €,¢4, devient 
Didy Oty AC'y 
Ou? O82 es 


une fonction linéaire de et_de ¢o,; le coefficient 


de ¢,, diminué de e2 uw, se présente immédiatement comme une 


foncuion doublement périodique de w; celle-ci, si on Ja décom- 
pose en éléments simples, se réduit ala constante e,; on est ainsi 
parvenu a l’équation annoncée. 

Observons, en passant, que l’on déduit aisément des rela- 


tions (CXLY,) les suivantes 


(GLEE Oe EEE Pee es) 2. 
(CXLV,) t 
| o( k2) ‘Ss kt — k2-- yp 3 &2 
083 ia 2k2k'2(e,— e3)3 seen to G (é1 — @3) 


641. A l’équation aux dérivées partielles (XCIL) que nous ve- 
nons d’obtenir pour la fonction ¢(w; gv, g3), adjoignons Véqua- 


tion du type (b) 


OQ 


(") On yoit das tous ces calculs se présenter naturellement lopération 


OY ay O) O_ 


—_ 35 Se 12 — 
Seth eS 
3 Og’, Oe” 


Halphen a donné, dans son Traité des Fonctions elliptiques, t.1, p. 300, dinté- 
ressantes remarques sur celle opération. 
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qui résulte de Vhomogénéité, et résolvons ces deux équations par 


06 06 
=o) 


rapport a ae: ree nous obtenons ainsi les relations (CXLVI,). 
L’équation aux dérivées partielles (XCHI) obtenue au numéro 
précédent pour la fonction ¢g(w; 92, g3) et l’équation du type 
(6) que vérifie cette méme fonction, toute pareille a celle que 
nous venons d’écrire pour o, fournissent de méme les relations 
(CXLVI,). De méme aussi, en adjoignant a chacune des équa- 
tions (1), (2), Péquation aux dérivées partielles du type (6) rela- 
tive soit a la fonction p, soit a la fonction ¢, nous aurons deux 
groupes d’équations du premier degré d’ot l’on pourra trer les 
dérivées par rapport a 29, g3 des fonctions p, ¢; le lecteur trou- 
vera leurs expressions dans le Tableau de formules (CXLVI;_,) 


A 0 te £ . ted la 
642. Les expressions (CXLVI;_,;) de Gow Poa, ao Mao, py 
dEBy 


B82 083’ 082 083’ Og,’ 
oF se déduisent aisément des formules (CXLVI,_.). Les formules 
3 


(CXLVIs_9), qui sont dues a M. Hermite ('), en sont une con- 
séquence immeédiate; il ne faut pas oublier toutefois, en établis- 
sant ces formules, que si on désigne par u l’argument des fonc- 
lions &, celui des fonctions sn, cn, dn est w/e, — es et dépend 
donc de g» et de gs. 


AD. est aisé de déduire des formules (C) l3_,) les expres- 
643. Il de déd des f les (CX LVI ] | 

sions des dérivées de wz, qy par rapport a gy, g3. Si, en effet, dans 
p’u et dans Cu, on remplace wu par une fonction de ga, g3, les dé- 


rivées partielles par rapport a g2, g3 des fonctions ainsi obtenues 
seront évidemment 


POU 0 Op 7 Ou 0d Op Ou ii 0c “ Ou. 0c 
= Pare aes a ’ + > 
O82 + Ou Og2 P 0g3 | OU 03’ p Of, O86 0g3 083 
‘ op OC A ] , 

ou 5) PROD) ee conservent le meme sens que dans es equa- 
82 83 


tions précédentes. En supposant w= ,, en tenant compte des 


équations (CXLVI;_,) et de ce que p, p’, p", p”, ¢ se réduisent 


a 
respectivement alors a @,, 0, 6e; — a 0, Nx, On trouve sans peine 


(‘) Journ. de Crelle, t.85, p. 248. Voir aussi Meyer, Journ. de Crelle, t.56,p. 321. 
T. et M. — IV. 6 
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Jes relations (') 


, Ow I B om On 2 \ 
| 324 ae = 983Ne = 5 82 Ma, ae na 832); 
2 2, 
(CXLYV3;) me Re 
| 329 ge, 7 9880a— 6 Sanw 64 G5 am == 83M — 18 83%. 


644. On voit que wz, Az, considérés soit comme des fonctions 
de gy, soit comme des fonctions de g3, vérifient un systeme d’é- 
quations différentielles (ordinaires) linéaires et homogénes du 
premier ordre. Chacune de ces quantités vérifie donc une équa- 
tion différentielle (ordinaire) linéaire et homogéne du second 


(1) De ces relations et de la formule (XIII) on tire aisément les suivantes 


32G @) wy, - 97 8s 35 Gree @, = Oy 97s 


7 = mimes 7 
Og, Lo, 20; = U(@3+,) o> 


qui permettent, dans le cas ot g et g, sont réels, et suivant que G est positif 
ou négatif, de reconnaitre, en supposant g, fixe et g, variable, dans quel sens 
varient les nombres réels et positifs dont les dérivées par rapport a g, figurent 
dans les premiers membres, et, par suite, de quelle facon varie le rectangle des 
périodes. 
ef 
1° G> 0; ©, ©, ont le méme sens qu’au n° 590.-Le rapport a ou ~, lorsque 
’ 2 
8, croit de 3 22 a +o, diminue de +41, ou croit deo a1, suivant que g, est 
positif ou négatif. Les valeurs limites se déduisent des expressions de x, xX’ au 
moyen de x, en remarquant que, d’une part, g, étant un peu plus grand que 
3V'83, é, est yoisin de e, ou de e,, % est voisin de 0 ou de 1, suivant que lon a 
0, et, d’autre part, que, gy élant voisin de + ~, les racines e,, @,, €, sont res- 


VA — mes ves 2 


pectivement voisines de aa » en sorte que x est voisin de—+ Pour 
2 


832 


B= Oy ON QO; = UO 


5 ’ (95-1): 
2° ae 1, @; ont le méme sens qu’au n° 565. Le rapport —*——' ou 
U(; + 0, ) 
xt 3/5 ; ; hanes ; 
ED lorsque g, croit de —» a 3\/g3, croit de 1 a +c, ou décroit de 1a o, 


suivant que lon a g,20. Pour ce qui est des valeurs limites, on les obtiendra 
en se reportant au n° 565 et aux formules (CXX,), en remarquant, d’une part, 
que gy étant voisin de —o, la racine réelle e, est petite, tandis que le coefficient 
detest grand et positif dans e,, grand et négatif dans e,, en sorte que x est 
voisin de 5, et, d’autre part, que, gy étant un peu plus petit que 3/22, le coef- 
ficient de z est petit dans e, et dans e,, en sorte que le coefficient de 7 dans x est 


tres grand et négatif ou positif suivant que lon a g, 20. Le rapport considéré 
; 2 a} eee . nes . A 
est égal a 3 ou a ee pour 9, = 0, suivant que g, est positif ou négatif, comme 


il résulte aisément du n° 554, Il est égal a 1 pour g, = 0. 
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ordre. Le caractére de ces équations et la propriété de leurs coef- 


ficients d’étre des fonctions algébriques de 22, g3, ne sont pas al- 


térés si, d'une part, on change de variable indépendante, la nou- 
velle variable étant liée algébriquement a 25, g3, et si, d’autre 
part, on multiplie soit wy, soit yz, par une fonction algébrique 
de go, g3. En multipliant ainsi wy, 7, par des fonctions aleébriques 
homogénes de 2», 23 qui soient respectivement des degrés — 1,1, 
el en prenant pour variable indépendante une fonction algébrique 
homogéne x de gv, g3 qui soit de degré 0, on voit que les fonc- 
lions A, B de degré 0, qui remplacent wg, 7, vérifieront un sys- 


téme d’équations différentielles linéaires (ordinaires) du premier 
ordre de la forme 


da ; a 
=P. { B SSS SUNN SB 
da ie? dx : 


ou P, Q, R, S sont des fonctions algébriques de la seule variable x, 
comme le montre immédiatement la considération de lhomogé- 
néité. Chacune de ces fonctions A, B vérifiera une équation dif- 
férentielle linéaire (ordinaire) du second ordre. 

Les renseignements qui précedent et la remarque que |’ona 
faite au n° 638 suffisent pour former les équations de cette nature. 
Pour x = k?, A=K,B=E, on obtient ainsi les relations linéaires 

dk’ dt’ 
par le changement de Xk? en X’?. On retrouve de cette fagon 1’é- 
quation du second ordre (CXLV;) que vérifient K et K’, équation 
quia joué un role capital dans le Chapitre VII, et, d’autre part, 
Véquation (CXLV;) que vérifie E; celle que vérifie E’ s’en déduit 
aisément. Si l’on pose 


(CXLV,); des relations analogues pour s’en déduisent 


i Eat is ' a2 ae: 
Ath GA o (B= Oe Gg, Oe By? 


2 re) 


3 
82 


eee GC 


on obtient de méme les relations (CXLV,_, ) : /équation que vé- 
rifie A est due a M. Bruns. 


645. Les équations (XCIIL) du n° 640 permettent évidemment 
dobtenir les dérivées des quantités 22, g3 parrapport a), 3, et 
l'on pourra ensuite remplacer les systémes d’équations ott figurent 


les dérivées par rapport a Ww, 22, 83 par des systémes d’équations 
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ou figurent les dérivées par rapport au, w;, 3. Pour les fonc- 
tions homogénes et de degré 0, on pourra introduire, au lieu des 


- é . ) Pubs 
deux variables w,, 3, la variable unique 7 = a et l'on prévoit 
i 


ainsi le lien des équations (XCIT), (XCIIL) que vérifient les fone- 
tions G, dg, avec l’équation 


eg y f0S 
— _— ATL —— —90 
Ov? TN OT 


(XCIII) 


du n° 166 que vérifient les quatre fonctions S. 


646. L’équation aux dérivées partielles obtenue pour la fonc- 
uon ¢ jouit de propriétés importantes (') sur lesquelles nous ne 
nous arréterons pas. Nous nous contenterons d’indiquer l’usage 
commode qu’on en peut faire pour obtenir les coefficients du dé- 
veloppement en série entiére de la fonction ow. 

Comme o(w; g2, g3) est une fonction (transcendante) entiére 
de u, £2, &3 son développement est de la forme 


5 
> Cu,B,y ESE 8 UY, 


ou, 8, y sont des entiers positifs ou nuls; les coefficients cx.g , ont 
des valeurs purement numériques qui dépendent de ces entiers. 
De ce que la fonction o(u; 22, 93) est homogéne et de degré 1, on 
déduit, en lui appliquant la formule (6), que les trois indices «, 
6, y d’un méme coefficient cy, sont nécessairement liés par la 
relation — 4a —68 + y—1= 0; il en résulte que, si ]’on met 
le développement cherché sous la forme 


et si, pour la commodité des calculs ultérieurs, on met Ay qui est 
une fonction entiére de gz, g3 sous la forme 


= &,\m 
Ay = > ann (2) (623)”, 


oll n,n est un coefficient purement numérique, m et n sont des 


(") Voir WxiErstrass, loc. cit.; HALPHEN, tome I, page 309. 
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entiers positifs ou nuls qui vérifient la condition 2m + 3n=y. 
L’équation (3) fournit d’ailleurs immédiatement, pour le calcul 
des polynomes A,, la relation 

OAy-1 


§2 


OAy—4 (Ves!) GN) 
023 6 


Ay =1223 &2Ay-2, 


wr 


g 


wln 


qui, sachant que l’on a (IX,) Ay =1, Ay =0, permet de calculer 
aisément ces polynomes; en y faisant 


82 = 22, §3 
elle prend la forme un peu plus simple 


OAy-4 


OAy_-} (v—1)(2v—1) 
Ox i ae ee 


—- 16 x? ay 3 


Ay=y x Ay-93 


on peut aussi se servir de Ja relation 


Amn = (M+ 1) Amn, n—1 + 16(7 + 1) @m—s, n+1 
? ? ’ 


—t(2m + 3n —1) (4m + 6n —1)Ap-1,n, 


qui en est une conséquence immédiate. On retrouve ainsi les 
nombres qui figurent au Tableau (XCII), nombres déja obte- 
nus (') au n° 407 par un procédé moins rapide. 

L’équation aux dérivées partielles (XCIIT) permet de méme 
d’obtenir les coefficients du développement de ou. Il convient 


toutefois de l’écrire autrement en y faisant figurer la dérivée par- 
Ox 
dey 
prises en regardant ¢, comme une fonction de u, g2, g33 si l'on 


tielle - Dans léquation enyisagée les dérivées partielles sont 
regarde ¢, comme une fonction de u, g», 83, x, on devra tenir 
compte de ce que é, est Jui-méme une fonction de go, g3, et lon 


yaa key ley ley Ponca : 
aura, en désignant par ( *), ( 2), ( 2) les dérivées partielles 


O82 0g 0€y 


de o,, prises dans cette nouvelle hypothése, 

Pes 0s, set 8a © (ee) os 

Soe <8 dz, 9 3°? loa)  \0eq } 083 
ee 
ee 0g2/ \deq/ 982 


(1) On trouvera dans les Formules, etc., de M. Schwarz les coefficients @,, ,, 
pour toutes les yaleurs de m, 7 telles que l’on ait 2m + 3n17; les quantites 
que M. Schwarz désigne par a sont, en conservant nos notations, égales 


AN sas 


myn 


mon 
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En remplagant dans I’équation (XCIIL) et en se rappelant que 


Me? eg Gry Oey P > 

Tinta fae Es Or = Se KO ~ A 
la quantité 5 8 oe + 128% aE estégale a 5 (6e; — 2), on trouve 
Péquation 

02 ou 2, 5 OS, OSM 2; OS» | 83 
o2 — 12g — = [6¢e2— 2; + | e@y, + —u?| 5,=0 
Ou? 3°2 \ dps oe a) 3 | a— 82] dey aoegmer Sa oS y 
d, est une série enuére en uw dont les coefficients sont des poly- 

, - : A . 5 5 aiae 
nomes en Yo, $3, @y Gui peuvent elre ramenes a ne contenir ey 
qu’au second degré, au moyen de l’équation 4 e3 — 22, — 93 =0, 
en sorte que l’on peut poser 

Yi =) 00 
~ ; u2v 
— 1 2 es \ Z NW 
Ga= > (Ay+ By ea + Cye2) (avy! ; Ay = GUNS oes 
vV=0 
(2m--3n=y), 
— \ 2; = Y GIN o 
Bye YOM ar a Cy= Yet), e222 
(2m+3n=v-+1), (2m+3n=v+2); 
OL Ay ny OF ny Cy, sont des coefficients purement numériques 
comme il résulte de ’homogénéité. On trouve sans peine, au moyen 
de l’équation précédente, les relations 
OAS Een ce O AG =. 7 (v —1)(2v¥ — 3) 
Ay = 12 ee a Bye eon Cae : tes Noe 
y §3 Oe 352 O83 oats 4%? v—1 6 §2 Ay—2 
OBy_-1 2 OlBr 5 (v—1)(2v—3) 
Bay SS 11D) u = oe (Cone Age Jes | By =r 
v §3 Of ero 08’ u 12°? = v—1 6 oi Oy 2 
z Liye 9} oCy—1 (v—1)(2v—3) 
Cy edo ya ot = Be : (Ono. 
Ay, 63 OL? y 22 083 t Vat R oy 
qui, sachant que l’on a (XI,), 
Ay = 1; By = Os Ory S= 0 AVE ==.05 B, =— I Ci =105 


permettent aisément le calcul des polynomes A,, By, Cy. 
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TABLEAU DES FORMULES. 


XCI. 


Deéveloppements de pu et de Cu en séries. 


I 
Pea ae u?+ C3; U'+ c, US +...+C,U2"—2+.,., 


1 C2 Cz. Cp 
Cu = — — = us — = u— — ut —,,,— —" 2-14... 
u 3 5 7 2r—1 
s 82 * 83 i & ’ 38283 
2=> 2 y= ’ i — 2? = x ’ 
2205 es 9 2*,3.52 me 20 ena 
3 2 2 
ens 82 ; 83 . Aves 8283 : 
6 Shae in SS f= rapa 
DD oiis Wo FAane Dea OA ni 
y 2 
ree 83 38285 
= ; — 
Dose O oe UG) DeWalt s Wve NF) 
20 23 2 3 
cee 95383 ; 83 : 
Se = E 7 B 
DIGS TW odo) III5 Gs 10a) 1G) 
5 = 2 
aes §5 : 97 8283 
— - t ; ? 
ah DAG OP MS oly D5 DoDo WM? SN Bo NF 
5 
. 389 83.83 ; 3.41. 8283 
1) - ial a ? 
M5 Sodio Ne W5ig [i@oDs! Die Tog oll SHBG 6 NG) De: 
6 ey) l 
oh es 2 8283 383 
ak 94 « v V 9 
DOS OSAMA SIANGsNG) BP. DBE gi S711) 


(r — 3) (ar +1) ep = 3[ C2 Cp—2+ C3 Cp_g + Cy Cp—4 +... + Er Cg] pour 7 > 3. 


XCII. 


Développement de Su en série. 


us ul us &2\™ wem+6n+t 
u=u+A,—, +A ~ A, r= Yam os 6 3 re 5 
T 2A 1 Dural 4 ! ) 2 ( o ) (4m+6n +1)! 


m,n 


5 Wey Oc ie 

= 23 12 ~ —- 2,U207 = O. 
> 62 3 52 

Ou 3 noe g 082 
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XCII (surte). 


En posant 
Pe iG, 
ona 
OAy— OAy— (v —1)(2v—1) 
ING iar: Vaeell 2 v>4 
ee Le ae 16% ay 3 


w@ Ay—93 


Amn = (m Zs 1) Am+1,n—1 16(n = 1) Am—2,n+1 


— FOR an 3n —1)(4m + 6n2—1) Am—-1,n- 


5 2 
Aga 3 A3 = — 683, A,=— > 93, 
2 A 
69 513 
ee a . 3 2 — 2 
As = — 188283, Ag = 3 83 — 21683, A; = y O28) 
Gipsy hy = =—I =— 3? =—2.3 
0,0 , Lay = 0 » CR Wey CE Nas +95 
a 2 yg eg = 97.105) [np = 9-107, B12 —= 2*.3.23 |; 
[agp — 27.37.31 lyedy 5 = 22.3093), -(dg.p =19".7 220.974 Ga,9 == 27. 3°.5 93], 


Gh) = SOD, Ci = Ds kn Ni] 


[ep Otto TS 00S Pai = 38-9. 0 07 107 Ay = 28. d- 02.31 |. 


XCIII. 


Développement de vyu en série. 


WS) 
3 u2v 
Syu = : (Ay + By eg + Cye2) — ; 
(av)! 
ya 
FS a= 2 o2 OF 12 2: ore ( u2\o, =0 
ou? Baa es SR el ae 82 a= 
? 
§2 3 23 e2 
Ao I Avi=0, A? 1 =a Ape = 
22 9 3 BY 2 
a eeBs yg 88.7982 317eh 321861 9s. 
oS 24 ? Ca ow == So ? — ae 5 
a « 
IS? 3.13 23 
Bo= 0, B,=—1, By,=0, B;=— — ’ Bp, = — Soe 
B me o B 33 58283 B _ 33.401 92 é 3.7.113 3 
eae 24 ? (y= 9 ) aa 1k y 96 3) 
JY 
o 7§2 
Cy=0 Ci; Cp == 3 Cz = ©; C,= Z > 
7 5 2 
ar ; " 
Ce 33, 5183 CRE Sosa ae he 33.9.13 
Oa D2 ? Cie a ot ? ( Rice 52 5253 
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XCIII (scrre). 


Ay = 12 ah ; 3 “et eS aes 2) hie Ay» — ; se a 7 gs Cy-1, 
anne = : 2 o - (y cet — 3) Mp 2 re a; 
gee ae : & ae oe 2 = Pg Cpa 9 By ik 

Les quatre fonctions S vérifient I’ équation AGA = hes eats 


XCIV. 


Développement de Mo(u, Uy) en série. 


o(u+u I ue us ur 

i) 

o( Ul, Uy) = sei) e-Ubo = — | ap + &,U + ae  %3 — +..,.+4%, —+...]- 
u 


2 43 7 1 
SUS Uy 2! Su! n! 
i 2yn2 1 3 <= ‘ i 
%S—=l, 4 =O, 4=—PU, %3=—P Uo, %&=—op Uo 5 82s a3 =—2AP Up MH, 
r 3 20 x 2 ! 9 ! 2 
Cs = > yy IEAM RD Mt) 17 = — IP*Uy Pp Uy — IE2P MUO; 
n= 3 tu 2.C2 IOs n 
Be a ee ied War as Le gate es en ee | 
pede rf ie a Pe Vee, ‘ 
(n —1)! (nm — 2)! nas )! (rn —2r)! 2, 


: n Q = 
ou lon ars — et ott ey, €3, ..., er sont donnés par le Tableau (XCI). 
2 


XCV. 


Développement en séries des solutions y de l’équation différentielle 


axe i 2 
Us = ay'+ by? +c 


us mw wm2zn+i 
WE + AMY — + AM) —+...4 AM) es se 
ae E ieee ay Aces aa ty os ie enareeny iw 
et, en supposant a+-b+c=o0, 
= At) 4 AW) ue Ni oe Nie Ace) urn 
y =1-+ (Af!) + ete ke | eterno tetera 4 ) 


2n! 


sont des solutions de l’équation différentielle, sil’on prend pour les coeffi- 
cients A les valeurs qui suivent, 


~ ee ee Se eS 
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ACYV-~ (suire): 


pe es A\?) 2-92 5ab, Ai?) = 62+ 9?.3ac; 
Al) = 2%.32.5a3, A) = 93.3.5.7a2b, 
A) = 9.7.13 ab2 + 23:32. a%e, A) = 63 + 9?.3.11abc; 


RP 19" 32.5 ae, ASH) = 26 .33.5.7a3b 
AGt) = 24. 32.9.93.a262 + 96.34. 7 a3, 


L rc ~ h, p 99 9 , 94 9 » 
AW) = 23.5.41ab3 + 25.33,52a2bc, Abt) = b++ 23.32.17 ab2 c+ 2'.33.7 a2 ce? 


A\®) = 9583! 52.7 a8, Ate 97 3° 5227. 1a D, 

Pigeie 9°32 0.9.11? @2 62 1.97. 3* Det ate, 

Ae 201325011 .997.Q2 6% 32 9°. 3%.5.13..13.a° be, 

A§>) = 9.112.61ab* + 2%.38.11.139a2b%c + 25.33,7. 112 a3c?, 
Aj?’ = 65 + 23.3. 461ab3e¢ + 2*.33.307 a2 be? ; 


ANG ea 5103825209. 11 a®, INO OS Nag) yb NeKeno 


bY 


INE Ose Oe see Ny mash LOMA ote ee hay Sn eg i GPa to Ea See 2a 


ACE) — 98.3*.5. 11.13.0934! bc 4- 96.32. 5.11.13.479 4268, 
ASS) — 96.34.93. 11.13 a3 b2¢ + 27. 3*.7.11.13.17 a@* C2 + 23.3.7.11.13.631 a? bt, 
AGN 19°. 37.0.7.13.037 a2 0° ¢--9°. 32.5)..7.13. 103 a? bc? + 92.5.7.13.73 ab, 


Als) = 66+ 92.3.19?.23 abtc + 2*.33.19.499 a2 b2c2 + 26.34.7. 112 arc. 
Ale+t) — (or —1)2ra AM + (ar+172b6AM™ 4+ (or+2)(ar+ 3)cAm 
(WP SOnitiy oo oy aes 


Ah oO. pour’ reco et pour 7S 7. 


S eS 


| 
GPS Baye is (Oc i Say (ue) fee ING || RZ ON (Solin, 
I (€x—€8) (Ca— ey)| €y— Cx ke —k —I 
3 ey 3 ey 3 6g —1i—k?| 2k2@—1 | 2—Pk 
(€4— e8) (€a— ey) I eg— ex [ he ji — 5 
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- 
XCVI. 
Valeurs pour u=o des dérivées de snu, cnu, dnu. 


S(O) = 1 —sn"(0)=1+ F, sn (0)=1+14k2+ kt, 
— sn") (0o) =14+- 135k2 + 135k4 + ko, 
sn) (0) = 1+ 1228K42+ 5478 k++ 1298 k6 + K8, 
— sn) (0) = 1+ 11069 k?2 + 165826 4+ + 165826 k6 + 11069 k8 + K19, 
sn&t¥1) (9) = 1 -+ 99642 Kk? + 4494351 K+ + 13180268 k6 
+ 4494351 k8 + 99642419 + f12, 
— sn®) (0) = 1+ 896803 k2 + 116294673 kt + 834687179 k6 


+ 834687179 k8 +- 116294673 k19 + 896803 A12 + k1*, 


en’ (0) =—1, cn2V(o) = (— 1)¥[1-+ AMA? + AM Ae AM kev—8], 
dn”(o) = — A2, dn@) (0) = (—1)¥[AM, k2 + AM ke. AW Rov—2 kv); 
AW) 1; Ai?) = 4; Ai) = 44, AS) =16; 
Av) =5 KOS), AMW) = 912, AW) => 64; 
AV?) =-136885 AS) = 30768, A‘S) = 15808, Nie) ONO 
Avei 733219, Ale) 870040, A .°) == T9850, Ale = 959328, mA) =s10945 


A{?) = 298932, A$!) = 22945056, AY” = 106923008, 


AY) = 4180992, A‘) = 4006. 


A‘7) = 65008896, 


sn(u, k) = x 
; §2 83 1+ k2 
/ (u: (é1— €3)? ae . 3 ; 
meee ae Ms ID &3 aS ea -2 OE? 
Cao ae: (e1— es) 27 ie) ree ae oo), 
Ga ot SE 
(€;— e3)8 16(€; — e3 )6 ieee 
-_ § O=RRY elo 
ds 27 ke kk ~ 55 3(t); jee —16G. 


XCVII. 


Dérivées de pu en fonction linéaire des puissances de pu. 


l 82 T 32% ° 
3, PS Pe FP Pe hes 
! 223 | De 
T &2 oe o2 
SS DW 7p\ a hip ne 63 52 
ll jo) (i) = jaw 5 Pru 5 pus Sua 


TABLEAU DES FORMULES. 93 


XCVIT (sure). 


[ a wen o2 Dig 
Raya. Ton \ eee 23 IS3 S82 C1 9283 
p! (uv)= piu— = piu 2u+ - = pu ; 
9! P 92 P ig P Se cae. SOOT 
T 3 2 o = o2 
(x) S.A a, SI SB 6 782 5 
arid (u)= pu MW ee he ae 
_ 3:19 828s oe 83 
— put — — - : 
Deo) iat BAG Wi Ds Dow Fo li 
I ; 782 23 7 ee 33 Lo 
=a OO == Wi SPR in SE ii a 5263 9 
tf Wah. 925 ® Ae Saray eae 
2 o2 
Jel et Seas ee | ae 29-478383 
Die DO ains NI B5 Oo gaan dis” 
i f 229 2g 13 22 
ees Tyee) i Tp — = 96 1 63 n> uw 2 4 
a = - = pru 
me oP 5 | eat 2.3.53 A 
hy D> 2 5 o2 Ay ob 
10 S283 97 §3 ALS ; 
+ ———— piu+ SS Se peu 
2 Dao Fol DAM PIO oO) ols) 
as i z 3 
Dp ekOn eT ee re a 199 §283 
rae re Ty eh ne o*.5,52 on 
BS Oey Mog ile Dee Olay elie Le 


AGVIIT 
Les dérivées dordre pair des solutions y de l’équation différentielle 
2 
(= ) = ay'+ by?+c s’expriment par la formule 
u 


2n 
oe = Ay + AM y3 + AM yd 4 AUN y2ntt, 
du 


ot les coefficients Af”), AY”, AY”, ..., A") sont donnés par le Tableau (XCY). 


as o(U) = Sa 3€qbq0(U) + Dee kde), 
Ee, (1) = Seakra (ue (6e8— =) £3 (1); 


&3 yl 4) = Seaksy(u) + 2 (ey — ea)eRy(%), 


Eo (Ue) = (45e2 — 382) bao(u) + 60€y G3,(u) + 2462,(%), 
na 2) = 4oeg— 3 82) Eon (u) +15(8 3 + 83) Efa(u) + 3 (12eg— &2)*bh.a(u), 


< ayy 3 ay ee 4 ~~ g RP rat 265 
By (2) = (45¢e2 —3 g2) Egy (u) + 60eg, (ey — ea) Eby (us) + 24 (ey — ey)? EG y(W)- 
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XCVIIT (surre).. 


sn’u = — (1+ k?) snu+ 2k? sn3u, 

en’ u = (2k2—1) cnu — 2/2 end u, 

dn" u = (2 — k?)dnu—2dn3u; 
sn'¥u = (1 +1442? + kt) snu — 20h2(1 + Kk?) sntu + 24k* snd u, 
en'Yu = (1— 1642+ 16k") enw + 20k? (1 — 2k?) enb'u + afk cndu, 


dnt’ u = (16— 1642+ K+) dnu + 20(h2?— 2) dnd u + 24 dneu. 


IC. 


21.W, + 2VW)3 


CN) == = 
: nv 
(/) — 
uw 7 (nu) = (— rel Ee—NN—-Wot oy | } o(u— ayy) 
v Fy, y 
(U.. ¥) : 
DEW) = C(u— ayy) — n(n —1)%, 
(L,Y) 
~ 
PUNE) = y p(u— ayy); 
(U., Y) 
(") 0) 
€(@u,v) = — 27 —1) qe, : P(4@u,y) = 0, 
(U., ¥) (U., ¥) 
(fo Dh oo Jue == ON 1h Mp acon Ma Uys 


FT (Wy— U) F(H2 — U) F(W3— WU) 
= = d 
TW, TW_ TW3 


2C(2u) = Cu+ C(u—o,)+ C(u—w2.)+ C(u—ws), 


§p(2u) =pu+p(u—o,) + plu— wo.) + p(u— os). 


o( Dit) 3 Dew 


OF 


6 Cu—C(U+a) + Fa = Fou(a) Exo(t) Exo(u +@) + £80(a) Eva (a), 
Cx — Ca (+ a) + Cy a = (Cx 28) £08 (a) [Eya (ze) Eya(u + &)—'yo(a)]. 

| Cu —Cg(u+a)+Ca = Eqo(@) Euo(U) fox(u + a), 

| Cu —Cg(w+a)+ Cya = £8y(a) Exo (u) yg (w+ a). 


| Exo (U) Eo (u + @) = E80 (@) Evo (wu) — Ex (@) Eyo (u + @), 
(ea — ex) Eoa (tt) Eyal + @) = &Bo(t) Eau(te) — Eno (a) Eoale + a), 
| (Ca— €8) Eya(U) bya (u + &) = (€a— ey) By (@) Esa (wu) 


+ (€ — e8) Eay(@) ag (u + a). 
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Cle 


Z(u)+ Z(a)— Z(u+a)=k snasnusn(u +a) 


I ‘Ke s 
= = [ena enu en(u +a) =~“ fdna—dnudn(u~- a)]; 


snacnudn(u+a)=dnasn(w+a)—cnasnu, 


cna cnudn(u 


ae 
8 
Se, 


=dnadnucn(u+a)+k?snasnu, 
dnacnusn(u +a) =snadn(u+a)+snucn(u+a), 


2 cnacnucn(u+a)=dnadnudn(u+ a)— k?; 


sn(u+a 
—ksnasnusn(u+a) = i? pu [en(u+a)—cnacnu | 
dn (w+ a) i 
sn(u +a ; 
oe) [dn(u + a) — dna dnu}, 
cn(u + a) 
sn(wu-+- a)cnadnu = dn(w+ a)snu + cn(u+a)sna, 
en(u + @)cnadnu = dn(wu+a)cnu dna —k? sn(u+a)sna, 


\ dn(u + a) cnasnu =sn(u + a)dnu —snaenu. 


Pi oy oes oO gee ae 
)= 1B & (0) K2 1—9q+2qg'—2g9H 
; ete ao) 29 + 2q q | 
I “ 
wu) | 1+ fk? 1 E 
= = y) 
2 r 
y KV/e;— e3 h 
(2) Laie 3 Ei’ 
Dy 5 tT = I re) 
o) WV epme. K 
i ae 
(3) EK'+ B/K—KK’= =; 
(4) k? sn?u = Z'(0) — Z'(u), Z'(K) = Z'(0) — k?, 
iv u E 
EB) = [ dnev da — K + Z(t), 
re e/() 
(5) 4 : 
k2 sna cnx dnaw sn? u O(a —w)- 
Ge, aa) = —— - du = uZL(a)- ~ log = : 
3 t— k2 sn?asn2u : O(a == w) 
{ ta 
am u = Hs dnu du,— coamu = am(K — w), 
0 
(6) sin amu = snu, cos amu = cnu, Aamu = dnu, 
TT € iz a 5 ~ 
am(nK)=n—, am(u+2nKk)=amu+nn, am(—u)=—amu, 
2 
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CII (suite). 


a [ho 
w_ ™GR) 
e'u I AWK ; u us us 
5 = = SS = = — 9 2 2 ( {2 ote 
(7) Z(u) ou aKa (a. Z'(0) = ah ay + 8A (kh ames 
(2% 
eK 
(8) E=E(K)= fo dnt(u, hk) du, 
0 
1 rl’ 
(9) EH | dn2(u, k') du, 
0 
(10) T1(K, 4) = KZ(¢) =] KE(a) — ok; 
{ Ripe UTD 
Q(u) a gf Eee er Kk" toy 
Dy O(o) 
se) rasa eR ad _ ONCE = ©) 
HG) — Sa). N(u, #2) = uE(a@)- 5 log Orn canl 
CHI. 
Formules d’addition de Cu et pu. 
oe aoe Ib OY Oe Se 10) (07 
ao nar, eeapet Ran Nein 
C(uta)—tuzta= > PEEPS, 
Tape == a0 
Sea = —_— —- — es 5 
eta 2 fi oe | 
( ’ piu 
eae — ONG es ; 
) Cw -a)+C(u—a)— 2Cu aura 
(1) { ' 
| C(u+a)—C(u—a)—2Fa= ne 


pu—pa’ 


p?u— p'u(pu—pa) 
5 a 
(ep 1 G2 JY” 


~ pupa 
p(u+a)—p(u—a) = — oper 


plu+a)+p(u—a)—2pu= 


bye 
| 


| 1pu—pa_ [p(u+a)—pu][pu—pa]+ }p"u 


(3) 2 pu—pa ee 
; _ [p(ut+a)—pa][pa—pu]+j fp'a, 
pa = , 
(4) NO (pu+pa)(2pupa—t ego) ees pat pom 
2(pu—pa) i 


(5) p(uca)+putpa=_[PErrey!, 
4, pu—pa 
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CHI (suite). 


(pupa+ #2)’ + £3(pu+tpa) 


(6) p(u+a)p(u—a) = — Guyer ; 
a B 
Spee 
- . Re ee el w+) +agspu 
(7) pl2u) =— pu peu p?u o) 
flr p(a+b) p(atb) 

t pa pa ==}. 

r pb pb 
(8) 


i Ue Tow 
2 Be SDE OU ICE ea), 


i tees sa s8b ctu 
1 pb p'b| 
Papo pbe=j'c . pe—pia 
\ pa pl,  pbh==pe, pe—=pa 
(9) pbp'c—pcep'b_ pep'a—pap'c _ pap'b—pbp'a, 
pe pe pe—pa os pa—pb i 


[a+b+c=0, modd, 204, 203]. 


(10) | (popctpepatpaph +2) =U papbpe—siipa+ph+pe) 
[a ++b+c=o, modd. 204, 203]. 
| ({papbpe—gs)(pa+pbh+pe) 
= (pope-+pepa+papb+ #)' 


g(a+b+e)c(a+b—ec)¢(a—b+ec)c(—a+b+ec) 
(11) ( aie Clas oth ote 


=—(pb—pc)?[pa—p(6+c)][pa—p(b—c)] 
eo pe) (pepe 2) | [pape —a@)] 
\ =—(pa—pb)[pe —p(a+ 6)][pe—p(a—4)]; 
Pie a Pl L pose 4 —p (a+6b)—pi(e+d) 
pa—pb pe—pd p(a+6)—p(e+d) 


Sw 


oe pla—p’c p'b—p'd  pi(a+e)—p'(b+d), 

= of 4 ae : 

pa—pe pb—pd p(a+c)—p(6+d) 

Ba pug ep vot 12, Pe=P( uo) | =(— 171! 21... 2! ; 

ey) re (n—1) by FT (Up + Uy. eet Un) es 

(13) I pm pw P (uw) x ene [o(ua— us) 

PEASE Cae eae abe Or I as 
De ile eee ir pemie, © DSA ( Uy) Psp OTe Deel aye) > 8). 


T. et M. — IV. 5 


ce 
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2PW,+2gG7W3 ’ 
Ong = Us 7 ; GDS Wy Dy cach GP SO) 1h. Dy ony =) 
7 (nu) 
_ = 
(1) P,(u) (a)? 
p’ u p” u car pe—Vu 
(2) W,(u)= (Sah: Di pu see joel 
cue aa ICV IN I vee 8s SP 


peu) pMu) >... pl2r=3) (a) 


q=yv Pp=Y q=Y% 


(3) Waves (u) = (2¥ +1) Il (pu — Pp 4,9) i ‘ i } (pu— papa); 


q=1 p=l q=-yv 
p=v-—1 GP 
Woy(u) = 4vp'u | | [pu — p(m3 + ap,o)] I (pu— paogq) 
p=} 
JA 
(4) qav-1 nes q=v-1 
< | [| [pu — p(o1+ a,q)] j : i fe (PU—Pap,q); 
\ q=1 p=t g=—V—) 
cn OP = Oy Ng De 016 2 
(5) W2(u) =n? | i (pu — pap.q)s ee Bieta es? : 
EXCeP ler. —tG——=10 
PY 
wv Wr—i(u 
(6) p(mu)— pu= n+1 aa eye 


3 s3 
W,(u) = 3ptu — = gap'u—3gspu— =e 


FON —— I) =) 
> = =a 7 


Pp , 
a 2W, 2Wo 2,W3 
S209 (» été —p =e (p u—p 5 ) pu Pp 5 is (p u—p 5 


I 
9 
2p? Gee te E283 Pur s 


a3 
52 


T 
32, 


oa 
5 


Ze Cr 


; 5} 
Wi(u)=— plu ap u— — Soptu—10g3piu— 
Shia pus po pup ieee ee ae 
2. ; VD: J 2 P P 2 
Ws ( 4 
s | pu may, (w+ “)| [re == (w+ o). 


a 
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cy. 


La fonction Is(v) est une détermination de log sinzg holomorphe dans 
tout le plan de la variable », ou l'on a pratiqué une coupure, le long de 
axe des quantités réelles, de —x ao et de 1a +~. Elle est déterminée 
par les inégalités suivantes, ot l’on suppose » = a + bi, aetb réels, n en- 
tier et ott les logarithmes doivent étre remplacés par leur détermination 
principale. 


PARTIE SUPERIEURE DU PLAN; b> 0. 


gn+3 | 4n—t1 


BORD SUPERIEUR DE LA COUPURE; b= 0. 


DT BoM =— I 


Is(v) = log sinza —2nz1, 


INM+1<Ka<man+2, 

} . : 
| Is(¢) = log |sinna|— (2n +1) z0. 
(1) 


PARTIE INFERIEURE DU PLAN; D< 0. 


A vA 1 P f 
=i 4n-+-o | ae 1 
ea Ege a= ——> 


2 2 a 


— 


. . | / . 
Is(v) =logsinne+anzi, | Is(v)=logchrd+ (2n —1)zU. 


; SF Gee > .— > 
2 2 | 2 
| Is(¢) = log sinzy —2nnzt, Is(v) = log chrb — (2n —1) xt. 
| 


BORD INFERIEUR DE LA COUPURE; D=o0. 


on<a<an+t, pom ee GC -aot 2. 


| Is(¢) = log sinna+ anti, Is(v) = log | sinna |+ (2n +1) xv. 


3 ; : . we 
Dans les formules suiyantes, » étant mis sous la forme »=2%- 687, ot a, 
, 3 f sa ate ; ORNS les 
8 sont réels, on suppose 1B | < 1 pour les deux premiéres formules (2), 
18 | <4} pour les deux derniéres formules (2) et pour les formules (3). 


77 = 00 
QP 
cS Tor. q~ Rome REE 
log3i(¢) = log — 3,(0) + Is(¢) ; mS Gaon (2sinrxze)?. 
a 
i 
oo | (v 9) r ig (2 sinrne)? 
logS2(v) =logJ2(0) S\V-+5 ( id We De c 
7A 
(ea ¢ 
P= O, 
ion S Pr gq’ ( Si py 
log.33(¢) = log33(0) i >» (—1) rai— q?") (2 SINTTL) 
Fie 
T= 0 
. \ cS . gq’ Sl rae gy V2 
logi,(°) = log J,(0) + ~ ra— q?) (2sInre 
\ P= 
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=| 
CV (sutre). 
! r= @ 
| (oK 0g%3(0) + Is()— S Zz 
ogsn (2Ke) = 3(0 s(v 2sinrne 
i rag") § é 
t 2) 
30) log en(2Kv) = Is(v +43) He (2 sinrze)? 
: Deena . 
‘me | 
re 5 
: — Djr =" ‘ 
log dn(2Ke)= : 2 sin(27 —1)7¢]? 
gdn(akej= oy rene xo] 
Til 
U Jaa. S00 
bik ME I g?! : 2s sinaze 
— wih NE ir ies . 7 — sinarny = . fe 
hi ain GO.) i fe l— 2975 cos2Te+ gts’ 
Tesh Spal 
PS r=o So. 
bE Sse I gr gq? sinaTre 
aut eine nO s (—1)" 4 — sinarno = y — : 
Kae SiO o ei? fal 1+ 2 q*5 cos2 7 + g's 
| ot St 
A ( 
(4) \ r=0 $= oe) 
h SAG ~~ q” : — g*—1 sina ze 
gaa Joss (1)? — sinarny = y 1 
Ant J3(0) Uh = Of it 212 oe 1 cosaTty + gis—2’ 
ie | Saad 
co) sS=0 
SA r 2s-1 sinaze 
ee aut pe : q sinarty = y “! . 
| 4m J, (¢) 1— gr I— 2975-1! cos27e + g?s-2 
\ i Pzail 1 
Si w est mis sous la forme 7 = 2Ka + 27K'8, of a et B sont réels et si 


Von suppose |8| <4, ona 


I r=e Tes OS 100 
4 1 g' T . 
Z(Kr)= 3 d = sin7 =i . s g7s-) sinrn a 
Gt 
e Peat tan | AY=—"b | 
(Ss) sS=e 
_ Oe x GaSe a) 
K = L— 295-1 cosna sags 
re 
: ke 2 rg” 4 
(6) K2 sn?(2Ka@) = "7 _ sintpre, 
4m? meg 


Zv=1 


TABLEAU DES FORMULES. 


CVI. 


2%W1, + 28w3, ol a, B sont réels, et si 
Von suppose | 8|<t pour les deux premiéres formules de chaque groupe, 
|8| <4 pour les deux autres, on a 


Si west mis sous la forme u = 


r=o 
9 
201 1 U2 Gal PUSHIN 
logvu = log + log sin i ——( 2sin , 
T 204 1 ri— gq") 204 
Ta 
, io) 
11 U2 2 TIEN? 
logo,u = + + log ee aetag p> (—1)" == || 2sue 
2 W 4 nee op") 204 
(1) 
! TU 
| r=e S=0 Gps sin 
NU ™ TU 27 q?! rte u 21 Oy 
Cu cot = ae =— = ‘ 
(2) 20 20 w — gq? (0) 
1 1 1 me ff 1 ser 1— 2q5 cos + gis 
TU 
r= oOo sS= oe — g*s sin — 
HU 18 TU 27 4, GP Pp Das WO] 
Gt — ——— | = Ga) 5; sin =, eS 
) 20 2W ) g? ) : TU. 
1 1 1 omy qd 1 Keowr, 1+ 2q?5 cos + q's 
ie O) 
2) / 1 
5. EW 
N= — gs! yo ——=— 
N1U 2 N Gua eT TCU Wy 
C2 u = (= wl se alin = = ) 
4 | aad 1— q?! | 4 ae TU ae, 
r=1 s=1 I-+2q?5 Oe el 
1 
TU 
r=0 ‘Si 100: OPE sin pean 
HU 2TYQV g” a PGE! T or ; 
C3u 5 Sin = a ; 
0) wo I— ) o) ens 
1 Sees, G/ 1 L Ga LS DGPS! CG sg 2 
Wy 
| r= @ 
| 1 me NV es GO Dae PREPAY re u 
pus=—— + COSC gp COS ? 
Wy 24 204 WT Page Wy, 
PH 
Ye) 
a 2 2 27 rrtu 
1 TT Abs u 27 | q 
D(z + ©), ) = — —— = —— y (1) =i, 
pC ') oy 204 204 w? Gf Wi 
jess 
» i] 
(3) ert 
1 ane (—1y rq? rtu 
u + W3) = y 2 
PAR OL On w? I—g"! Wy 
haa 
Pia OO 
1 2 Ca rmeu 
11 27 rg 
u + W3) = — 5 : - COS . 
p( aT 3) | 7 L— 9g?! Wy) 
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CVII. 


Dans les formules suivantes relatives aux J, on n’a écrit qu’une formule 


sur quatre, les autres se déduisant de celle- la par laddition de + 


1 soit a 9, 


soit a w, soit a chacune de ces variables. D’ailleurs on déduit ane aisé- 
ment les quatre formules relatives aux S des quatre formules relatives 
aux @ que l’on a écrites, Le symbole A(a) veut dire partie réelle de a. 


ei )es(ay) 


yh 


lq | 


PES |e 


Ci(@)es(y) @# 


24 1)ea(@y) _ 
t 59(a) 0,(7) 


n= n= 2 
9 BN 2 La 2n+l y—2 
koe 2 » q aan x ies 
— L- ay pe 
R=41 m1 
n=o 
DY G2nr-l gant) y— 
: Ser eee = 
a Sy sa b= jy 2G 


n==41 


OPPO Daye 


i Sy a ae 


no 


» Yay 


Leman 


(Gi) 
| 1 
1g 
72 == 60 ae 00) 
Or (I er(ey) w+a- VIE eos, g?2h g-22 y—2 if gar arny? 
eer) ipa! Sy! as 1— y-2. gn err 
at ipa 
2 a= 2 60 
04 () p1 (wy) v2 | y— yt BN na Gi Ne Ni ji ee 
2 (x) p2(¥) Z+ a7! Peay 1+ y-2g?n < \ re yeg@ 
ait n=!1 
i R=="e: az @ 
Pri(iea(ay) _ eta | bose wey qara-wny eh gn army? 
Pi(e)oxty) e2—at yy t ~ I+ YQ? ad PVG ?h? 
n=1 i 
; n= oe i= a0 
Pil) )p2 (wy) _@— et yt yt : >> ane g?2h g-2ny—2 ; ane qenarny? 
pa(z)or(y) e+e y—yt [—y—2g2 1— pegrr 
ie 1a! 
Ae 9 
—-R(z)<cR(s)<A 
u Ne 
SOs eae we ene Sat at Vek ein ore 
aie) (2 ) = [cotxe + cotrw] = ys sinat(ne + w) — gir SININTY | 
4751 (0) Fy(w) I— 2q?" cosaTmHw + gi” 


poe! Chee eae 


—=y? Gp 2 
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CVII (suite). 
(2) [sucte]. 


no Ti —=99) 


er(1)e(ay) 2 eae ay g2n-1g2n-t y2 
Pi(%) pa(y) ew — ant” 2» Tyg gad gant’ 
n=1 esul 
r¢ ( SeS n= 0 
( ‘ 2 n—2 y—2 g? Shaebi=aail ap 
5 P41 en(ay) _ 2, +2) (yl rN—-1y nL y >) ie rn d N—-1 yn De. 
02(@)03(7) Cera! ae yg! +7? gq? 1 
mt as 
7. pre 
—# (5) EN (3) <a(5)- 
u u u 
Jj (0)33(0 + w) ae pe erage sin(2n—1) ne, 
4™Si(v)S3(w~) 4sinne I+ 2g cosaTmw + gtr? 
Ti 
(3). 
= 1 
Vie 
vig | 
f 2) ae 1 10 jee 
0, (1) C1 (ay) >} (—1)"q¢ 2 yp Ant yt ee 2 yrn—-ly 
es(@)p3(y) I+ y-2g?n-l z I+ yg” 
| 
ios) p=s P= jrewtk 
01 (1) Or (ey) . Gaeget yet > a win-ly 
EG 1— y-2.g2h-} 23 1—y2g?r-1 y 
=| mat 
“ n= eo a=) PU =1 00) pad 
= Pie) (NE an aie: oS Se UG kay 
03(@) o.( 7) >» 1— y-2. grt I— y? g2r-! 
oe ne=4 
nue ns 3 n= oo Dae . A 
21) p2(™y) _ 3 RE aoe Nak es IO 
ae) e(@) On(¥) iy g2nt 1+ y2qg2rt 
”% n=1 
— & (5) <2aKh (3) <§ @ 
l l 
x Pate) jaya 3 3n— 3 x 
J (0) Ji(9+) (0) (0+) =e pen Chik sinz[(22—1)e+w]+ 9 sin z[(2n—1)9—w] 
{7 42 33(9)S3(w) ) 1-4 292"! cosamw + gt? 2 


104 CALCUL INTEGRAL. 


CVII (suite). 


(4). 
Vigi<|2|<—=: 
vig) 
01 (1) 03 (a) a 2 Pa (—1)? gr a-2ry-! : ~ (—1)"qrary 
e3(X) e1(y) P= IF omeh GAC a I— y2qrh 


04 (1) o3(ay) rs 2, >) gran yt ) 2» Gr any 


pu(Z)ea(y)  y+yn! ae ae Bag myn 

pelt) ps2) eo Sakae Ne eee eee a 

'93(@) e2(7) ye = ae py Age ae I+ y2qg2” 

01 (1) 0, (zy) 2 e | "Sgn | SS ERED 

Ou(%) ory) i no I— yg 4 =i — y2g?n 
SAE 28a) ic 


n=o 
34 (0) S3(9 + eye + dc irgn sint(2nv-+ w) — g?2"sin(2ne — w)T 
Wake ete) & aie I— 29?" cos2wn + gh 


UM | 


(5). 


-n (3) <a(i) <a(j): —a(G) <a(2)<a(9) 


m= 7 No 


or ion 
J,(o)Ti(e+w) 1 : ; 
fas) Sw) = (cotym + cotwr) = » s q?™™ sn2an(mw tne). 
4 4 1 “f 


Tia Nee 


(6). 


-a (3) <a({)<a(i): -a(7)<a(#) <a (9) 


LO) ZI (9 + w / EO) HEE | 
eae za(w) qsinon — > > (—1)" gmQn-) sinn[ amo + (an —1)e]. 
(7). 

—a(F) <a (5) <a (3)s —8 (5) <2a (4) <a( 
J 1 (0) 31 ( P + WW Gm—penay 
ie bs)C) ~ x pay Gen: ; sinz [2m —1) w+ (2n—1)e}. 
m=1n=1 


~~. a 


7h News lay Bes | 
=o R= 0 
(2m —1) (2n—1) 
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CVItl. 


Dans les formules suivantes, on n’a écrit qu'une formule sur deux, les 
formules non écrites se déduisant des formules écrites en ajoutant 2 a la 


variable ¢. 


(1). 
run no 
ir BOLE { 7 gin g2? sinane 
aS ego y(t SR UO = yo") Tee 
At J_(0). 2(%) 4 Se ke 1+ 2qg2"cosat OE ghee 
a= j ess 
AG S TL) n= 
ie ea] (o ALP I gi2n-l COS2 mY +4G 4 w—2 
— = Ie o 7 = ee err ae 7 COs2nTy = s (—1)” 1 z 1 
AT J2(0) 33(0) 4 I+ g Te jae COS Ine + girh—2 
SH! (ae! 
(2). 
3! (0)S ( SO) r= oe 
i J, (0)J3(¢) I gar (1+ 92” Nsinze 
7 : oan —— sin(22—1) xv = y(=1) TG : 
4m 33(0)34(v) 4sinze Sta —og??cosanv+ qi 
N= 
I 5, We hee n= (De 
I J,(0 I—qg?"—-1)q ~ sinry 
= ENG Nye 4 a S1n(22—1)T9= ype! Grd ud = 
4m FSs(0)S3(°) eee = I+ 29?2”—1cosaTp+ qth? 
7" R=4 
(Cone 
c c Se) TO =aees 
t J, (0)J,(e) => ee cae bs -sin(an ) Ss (1-= g?2”) gq” sine 
= in(2n —1)ze = d a 
An 5,(0)Si(v) Gsinne T— q2r-1 ; I— 2g?” cosate+git’ 
w= 
de n= ies pes n=o a4 : 
t T(o)s1(e) YQ ed, : sin(2n —1)r r=) G+ 92"—-1)q ~*~ singe 
An Si, LO), (0) (a T— g?2n-1 3 I— 2 2q2?-! cosa Te + git-2’ 
pass Hye 


Les seconds membres de la premiére de chacune des égalités (CVIII; 2,3) 


convergent pour ~ R G ) <KR G 


(; 


\ 


)<a 


)s les seconds membres des 


derniéres égalités(CVIII; 93) convergent pour—R G) Kak (=) AR (3) : 


Les derniers membres de toutes les égalités (GVIII,, 


que soit ¢. 


2,3) convergent quel 


2 
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CIX. 


Dans ce Tableau on n’a écrit qu'une formule sur deux; les formules 
que l’on n’a pas écrites se déduisent de celles que l’on a écrites en ajou- 
tant 4 a la variable ¢. 

(Cape 


i= 'O 2 '0 


ie Sco 1 : 
4 5 pe) fsinne >) >) (— 1)? grin+2m—-1) sin(an —1) Te 
IC: 1 ae i 


HSN Weel 


TE OD, 
— gq?" sin(2n—t)ne + g'" sinanze 
= > I— 2g?" cosry + gin 


4 


n=” 
> q2"-! sin(an — 2)ro — g*”-2 sin(an —1)xv 


I— 2q7”"—! cost + gt?—2 


| 


n= oe 


: W+h 1. gl? +3n 
= sin tT? y (eal) ae 4 7 


— gq COS2TL ga 


n=1 
= n= : N=? n=o 1? 1 
oy - 
1 « (x = 2 
= Ea) = . (Singh Jee : . (Hayman g\" ae Halts ) (arm 4 2m) 
27 J53(V) 
n=0 721 n= 
nme 
1 2 h 
=< — p/U— 2 
= . (anurers 3) ! 2s . 
3 Data 2a eet COSD Te Ore 
w=1 
(2): 
S15) yw -) 
1 JP (0) I » ane cos(2n — 2)n9 — g?” cosanty 
jm? S2(e) 4 sin2?ae 1 I— 29g?” cosaTty + g*? ‘ 
a 


N= © 


2(0) aul cos(2rn—2)n7v + g?"-1cosanzv 
Sg? y (—1)"-"(an—1)q” ( Me Z sa 
° 1+ 297"—! cosaty + g'n-2 


w=! 


Les formules (CIX,;) concernant ; sont convergentes pour 


31 (0) , 
eo 
—& € ) << a(S ie CAR G) celles concernant acne ) et we 2 sont con- 


vergentes pour —&K (3) aOR (3) Rag (=): 
u l We 


(6) 


UE 
I 

2k he! 
AR, 
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CX. 


F200. 
m2 4 72 ys ) 4n—2 
= — = SF D0 == I) 
6w? w? : 1 ang 2 
nA : 
<a) 
2 2 
Te ce ng” 
is 2 2 SS 1)” . De 
12W7 Ox; 1+ (—1)"q 
(ss 
r= © 
: 7 212 ng” 
mae ae n 
12W7 Wy Poa. 
i 
(Usa==5 00: 
Te Dac ng?” 
Uh eae 
12, Wy ye 
21 
10. \ 
\ 4 3 g2Pr 
a iF ; 7 > : 
© r v IP 
20 2Wy 360 I— g?! 
1 
tei} 
83 a 6 2 2" (POGEE 
28 2W4 B09) 3 1— gq?! 
pl 
1 = © py Meme to) 
, gilt 2n—-1 
=i1+4 S: SRE se if s ( [) = gy. ae 
ae Ge Gia 
nm=t1 1 
nu= © 
as @/ =| I T 
= —— + 2 y)”z-1 = 
[—a > ( ) i Gjene —— PLE 
7 
n= n—t n=@ ees 
il »S Gq = 1 yy ae 
— 7 = 7 —y)jn—1 
= 2q* i= 2q% > ( 1) ; 
n—- n— - 
B= MauG) 2 2=1 I—-¢g 2 
nu @ 
\ 2 
= Og g* (aie? a aloes dieu chy eben 
= EN 
G/ 
2 
nu=—@ 


ft 1 g2n 
Se eee ei) 
— Gf He i Ops 


(eal 
r= © n=@e 
— grr g*th—2 

=i 4 . (—1)? ea ——=-f[+4 y (—1)” ee ae = 
: bt C/E I= gi 

i n=" 

n= ao 
1— gin? 


= ») —— [)2—1 gn(n—1) * 
Spa He (-+ g2”) (1-4 gq???) 


(ith 
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CX (suite). 


i n=o 
Hn oG a — g2n-l 
NG qe (—1)2-t grin) dies 7) 
- = I g2rt 
7h 
(Cay 
n= x 
1 qd 1 
SE tn, =i ee : 
| =2q > ( 1)? qr (; ci git pee vs) 
\ SS) 
I k=) = a ) mie 
2K oj * fh 
5 sae —j4 =f tt 
(3) = k= 4 2 14 gq? 4 ') I Qs 
iss i 
n=o n=o 
oK ; ‘al gq” ; Gee 
Nb oe vA = does = SS 
(9) = =14-4 > ( me i+ q?” ae Dail ue Lo G2 
iii! 72st 
K2 n= ee n= 1 x , 
ji 2 2n— 
qu enon q ee aoa Naas’ | 
(10) = k=4 : (2n egies yg i — gp” 
Mees | Zia 


4 K2 ia ou que = < gre 
(11) ~k=1+8 D ( ae 148 M1) need 


Re gq2n)2 1 gq? 


n= ! 


,1k2 ans el ape 1— g?r-t 


4k? yz 2 
(12) ms ell ef > Ho ea=1 eae =i (a) eae (geet 


2 
aes 


sh hel} 


Intégrales des fonctions doublement périodiques. 


CXI. 


Vn = fp" udu. 


, uw ) 
(pee ene J _ peu §2Uu, J en) Yj Un 262 Ca 83U 
1 s ? 2 = Ri 92.3? 3 a) Sia tT me 
v U 2 
| __ pM sa Pu 8s 58aU , 
lw a! / 5 31 tod Gu 2¢.3 a 
f 7 08 whe 
vii) Ua , 2 
J Py Due ge fo pu _ 83 pu 782), S283, 
> r < ~ s 3 Saat rc 
9! Th fey a7! Dasoe) Nowear 
i ; 
jg Pe Bee pu 3enptu wetpu 3.298283, (3-588 | 83), 
eae rE T ie tks % 
rm ore it 9.9 51 ot 583i oP sag id = .7.0f | Soniye 
ae peu Rees Dee OMITE ee 7€% plu , 3.238283 pu 
7 i See a 1 ; 
iV}! DO mG). g2 a Dee ino eon oe Sh 
3 2 2 o2 
7.11g3 5 83 . AS38ekesu | 
‘ s+ -) Cu+ > =% 
DOr B58) 10) Nols D2 23 1D el 
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CXI_ (suite). 


a eee : 2&9 per) u or 225 peru 23 93 pu . 23 aes p’u 
Ly ha ~ T ~ maa = 7 = 
ivaye 5 Ti! 7 9! 23 sb 2 mmo Fowl “sy! 
__ ( $183 __ 3:31.83 pu 167 £3 &3 Pe aes IS Siemens \ 
92.53.13 92.92.3137 3! ID, VaBe polit © pile [hero 
eee 3282 pO u 32¢5 pM u 3.138% pou 32.13 esas pM u 
SA ae oem Wiebe ee, Tm ee Pe i 
it De 3) D257) slr Dero 9 Deer alt Li Fi 
I Salt h 32,0323 \ Plu 32.181 £2 Bs p U 
Buena tera ey ete i a as 1 
DO, Geoiie) - Daag eats) o! 95.52.7.11 3! 
7-llgs 33.293 6283 ee 783 383.838 Vu: 
oan T ~ +i Sa ea AS ea i ee . 
DEM UG DATs Wigs HOA 09) eat Baggies ys 
Deer if 85 Oy 52 2 peu 29 83 peru Ip L523 peru 
10 = t Se Oe ae eee a eee 5 6o5. (ae 
19! On Ful De siady Ty BE oh a 9! 
Jane 5 2 = 2 ” 
oy 58783  5.1783\p/u | 378383 p"u 
T ~ , z T = 
C225 002513 esioatayy | ap a agiosmt oe 
31.1453g$ 3 Poet \ ie 
T ~ Al a « 
Devoe Sali sely MoQVaioian ley! Oe 
Ree Saas ipa 2 3 19 23 
=a 325183 83 2.583 ) ee 13578383 | _13.17 83 yu 
= t ; iS 1 1 " 
DRM oUS.N@) —-G/oilarparey, Mego NT otal) DO Fo) Nasi) 
BY) By 
: OS a a NCOs = 
p = ook 
Sone (2n — 3)! P 
BY) BYO 
: , per2r-S) ut... ES pu — BY, Cut By u; 
(2n — 27 ) on 
ou 
ee ie ea Gai), oa eee Bt?) ore 
3 Se ert ody): UB) ' Seon NE 
: 2n(2n-+1) 4(2n +1) 2(2N +1) 
(WP == OF ly OF 3 kort ae als [Be] = (6) (KONE PK) CU NOLTIP Pe 


CXIL 


3) i du 
7 J (pu—pe)r 


o(u—-v? 
( ie sai yteh maaan re 


o(u+e) 
1G(u—v)— 5 C(u+e)= Aw + ASS, + AQT, 
1p(u—)—ip(u+e)=Au+ AS) J, + AGO, + AY Is, 
1 p'(u—e) + ipl(u +o) = Aut API + ALS. + AQIS + ADS, 
BO sg Dae) (= u—v)= Avett) y 4. AQDS, + Atty, 


PACH Ie AVES, 2... AED... 
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CXII - (suite). 
(1) [suite]. 


| 


( 
an p(u—e) agente Av) ; AY Pree Ans 
du’ Wiese pu—pe (pu—pey ~— (pu—pe)r 
Lee SG ee ee 
(pu—pv)? © “(pu— pep (pu — pe) 
AW) == p.0, A) = tp’s, [NWO ss tps, Bor 4 p's, 
AM ply, Ae tp", AY a= 2p ep), A= pee 
AN) = p' °, A?) — 1 peg, A‘? = 3 pp Bie 24 p’ 29 pe, 
A‘) =6 pe p? v, AY?) == 3 p's, 
AG (03)) eee va (3) ( (Si 1 11 fy ft Yo 
AS == pi, A aa Rp Ae eae 2p 
ApS 15: p Vip leet Sy) 20 pe lewAy a= A000) 0. e ene ee 2) ae 
Byit)) = =i y,) Ayer, 
AVY = 9 (oy TB), — ra vip ¢ Bye 99) po By pay Be 


(V5 On 1M. oe are 3 st By =O pour y< 2 et pour v>n+2 


(2). 
du 
Ve S 
(Cay ae 
; ‘ §2 
AWM =f p'og= 36% se = (€,— €8)(€a— ey), 


— €(u— wy) = veg + Al?’ Jy, 


p’ (u— wy) = 2u A+ 12ey AVI, + 6( AS? )2 Ja, 


p"(u — wg) = 24Ueg Al?) + 72(2e5 + AY)) AMS, 


m” 


+ 360e,( A’ )?J2+ 120( AC?) )3J5. 


(3). 
Si ¢ est une quelconque des solutions de l’équation pe = 
Po Pu + au a6—8 du 
/ Ze B Th = — — t 
eI nO) a We pu—pe 


au 


N 


10) 
== On 
a 


a 


Ste ae der eye eee a) Wy) cic 


ut “Pps 


p |. 
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CXIHT. 


(i) 
: : 7 : Ret : dy \2 
Si y est solution de l’équation différentielle (Z) =ay'+ by? +c 
u : 
ona, en posant J, = | 9” du, 
An Uy G2n—3 a dy 
n — n (72) A 1 (72) J (n) 
Peer = du2r-1 ' a dpe Be he Tt, 
a2n-1 (y2) d2n—3(y2) d( y?) 
(272 —+- )! a" Senta = du2nt BY du2n-3 aoe an Se Pde ae she 


Voir le Tableau placé a la fin des formules (XCV). 


Be Oe BP 0 Oy Bia 3 2b2 02 Sac, BB) = — da7 bs 
"BSS 9 37.0? 2? 37-7 ac, BY) = — 3,5? 63 4-97.33 5abe, 
Bi) = — 22.3.76, _ BY = — 93.33 7ac+ 2.3.7, 476%, 
BY) = — 4.3229 63+ 2*.33.59abe, Bi!) = —23.33.52.7ab2 ¢ + 24.32.5.7 a2 02? + 32.52.72 D4; 
) — BY?—1) _ (9n —1)26 BY2a") — (an —2)?(2n —3) (2n — 1) ac BY”), 
(F = Oy} Dy cong WS WP So, IR) == © pou 7 Kw Sh [DONTE F SS w. 
BY) = — 4b, Ne) = 22,56, G96 b2=— 93 3? ae; B(3) =— 93.7, 
Be 0 2 62 Od. OC, PO) = 198, 3718 = 37. S.. Vad, 
Oe 3510 On ay = Oo SO OFS TOC, 
eee nO 2°37 50). abC, 9 2BU') 91%, 326% 919 3 abt 33? 77 a2 0m 


CU Bi {nr Bie — onan 71)? (on — 2).ac BU 6?), 


(PS Oj 1G De sons BROS me, BU oO Poul 77 << 0 el pout pe > 1. 


ee eee DOCG OS ORC Sa) GC 
(4) — 913,32 6%¢e + 9',3.52ac?; 
Bi) — — fn2b BM) — on(2n —1)* (2m —2) ac Bir). 


[ Ga(u) du = log ee cae ie (u) du = — €g u— f(u). 


[Eval = E 7 Te : log Ver ey 0 Vea— 8 Eva (w) |, 
. Ga Oca 


CyU+ Cyt 


ee Sei 


_ @ Uu = Ce 


J oa) Bug (0s) de 
[Fale ala) de 
[Fone Eee 
ff Bao 1) Eo (1) du 
[Bao (1) Fag (1) 
J Bi0 (1) Bay (a) dw 


[Ep (ee) boy () du 


f bape) bye (wu) du 
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CXIV. 


Js eee ae S| ae ot 
ee EBa(u) du 


i 


. 
——— - Vf, 
euney Sya(u), 


log eye (u 
aqme; loBbral x), 


— Eyo(u), 


log Eoy ( u), 


Cy — ey 
eg — ey 


= E98 (Uw). 


CONE 


(i). 
ey Css, Nigacdnme=/ i : 
As Ss iS o shee —_ — 7 Sy Para 

snudu I. og(dnu—fkecnu), ii enudu = I. log(dnu — zk snu), 

a : : Sohn dn 
J dnudu = tlog(cnu—itsnu), | Se pee eee 
kK J snu snu 
[ du Bare dnu + k'snu du eo yo Tee 

= 8 a o 
SSS ame es cnu a! thn ~~ Ge 2 dnu 
em 
“sn 1 dnu+k' msnu , Mma yh 
du a log — qu = nee log th Kk cCnu 

J enu k cnu dh ohne kk' dnu 

Pen 1 1—ksnu “cnu aa 
i -— du =— — log — du = log Sa) 

dnu k dnu sn u Seon 

“dnu Toone dnz 
{= lu = log ———— ues Pra) (RE et ae 
yf Siw snu Jb CNA =) Won 


Ce 
ff Boru) du— oe 


Eye(u) du, 
ea — ep 543 ( U ) 


Af Fp0() du (eg en) f Fig) de, 


cS 


ie u) du, 


€8 —= ¢€y 


TABLEAU DES FORMULES. | 1) 


CXV (suite). 


1 
snwenudu = — — 
f u 7s dnu, 


L 


foes uwdnudu = snu, 


. 


(ahh dnu snu 
= du + k2 du 
J snudnu snu dnw 


2 ee Uu 1 u O'(u) 
fo WOM = ie Z'(0) k2 @(u) g 
du t Hy(u) 


mee 
= Fy 2 (K) — 


{a u 


k?2 Hy (u) ‘ 


=logsnu, 


cnudnu 
SS Oh) 
: snu 


snucnu I 
du = - log dnu, 
: dnu k2 
cnu snu 
———. du = log , 
snudnu dnu 
*snu dnu 
— du = — ) 
J cn2u k? cnu 
dnu cnu 
= Of SS = — > 
J sn2u sn u 
CINCY, sn u 
See has emer & 
dn2u dnu 


T. et M. — IV. 


(3). 
fisn dnu du = — cnu, 


du 


3 


cnu 
———— du 4 
snuUcnu sn u 


eee (dit uy ke 
J cnudnu k2) cnu iis f 
(4): 
du F H'(w) 
fan Se NU ier ere 
dee ae 182) 
dn2u kK? K " Kk? @,(u) 
(5). 
snu dnu 
free du = —logcnu, 
E cnu 
snu Pik FG , dn 
cnudnu k2 ona” 


dnu snu 


ao ty ae 
snuwcnu cnu 


(6). 
cnu dnu 
Oh, == = 
sn2u snu 
snu H je GIN 
Ohi D 
dn2u ke’? dnu 


sn u 
du 
cnu 


cnu 
dnu 


du 
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CXVI. 


pee uU— Uy 


Be : du | eS ae 
u == Up +- 108 
(1) oa | a a) See Oe Up. eh 
Ta CS acorn 2 


Eth U— Uy 
‘i ; o oe 
: du 2 2 
2 u == NC yy = \hoys =5; 
(2) S20 of Exo (Ul) — Fao (to) i, eee es 


~) 
2 a es 


Ah, 5 CF 
a 


ya ‘ 7 
7 du 2, 2 
DY tif : ae | | o ‘5 
(3) &gy(2o) | = UCyUp + log ae 
) SBy J &ey(u) — &By (Wo) Y gy Mo WMG 
S) a 
2 2 
; qs 9 Hao 
du % 2 
(4) sn’ uo | ———— = uZ(u) + log 5 
./ snu—snuy H, eg, MM 
ae ame 
WW. Wty 
Fe ; ‘ du - i Bes 2 Sau 
CH) cn’ i ——-. == uZ(us) + log 5 
J Cnuw—cnuo H u-- ly Pe u~- Uo 
2 Pray 
y eo ry ul — Uy 
fe du 2 2 
(6) dn’uy | <7 — _ = UZ(uy) + log . 
dnu —dnuy In UU 
Jt al dnu, u+u + Uy 
JA! 0, 
2 2 


En donnant a la constante up des valeurs convenables, on parvient a des 
formes nouvelles pour des intégrales antérieurement calculées(CXII5,CXV). 


(7)- 


Si lon désigne par y = f(u) Vune quelconque des fonctions fo,(w), 
Eye(w), EBy(w), snu, cnu, dnu, par uy une constante, par Yo, Vo, Vy +++ 
la valeur pour uw = uo de la fonction /(w) et de ses dérivées, enfin par a, 
b,c [Tableau XCV] les coefficients de l’équation différentielle 


yy? = ay’ + by? +6, 
que vérifie la fonction f(w), on aura, quel que soit n, 
(nD eIn + (an — 3) 79 Sn-1+ (rn — 2) (6ay2 + b)In—» 
saree 
Sa 


+ (42 —10) AY Ings + (2 — 3) aI)n-, = 


(y 
en posant 


lu 
nee a es ‘ 
J [f(u) =F (ao) ]” 


TABLEAU DES FORMULES. 11) 


CXVII. 


On suppose 


u 

Uy = 240, + 2BHs;, a= 24 0,+28'ws, % =— =a + Br, 
a, B, a’, B’ étant réels; r, s, v sont des entiers donnés; 7 et s sont pre- 
miers entre eux, sauf dans la formule (6). Le chemin d’intégration est 
supposé ne contenir aucun pdéle de la fonction sous le signe {a m,n, N, 


Nn’ sont des entiers déterminés par les conditions 
MD Kip. Si, n<B<on-+1, N<6r—as<n+i, 
N'< (8 — B')r—(a—a')s<n'+1. 
Dans les formules (4) et (5) le logarithme a sa détermination réelle si 


82, &3, Uy, Uy, a sont réels. Dans la formule (6), log ow est défini comme 


une fonction holomorphe de w, le long du chemin allant de w) a w',, congru 
au chemin d’intégration donné. 


; Ayres 0 
[ i DONE 


J, J1() 
1 po tt Oy 
2(e eae ; 
(1) He Sy Tp 2 (20) 7) Ti+ (2m +1) TL, 
any, 1 v) 
1 AVOFV(P 4ST) Or , 
J1(e : 
i zi Ef eee eyes eee Re Ee 
\ y J1(9) 


0 


rAlly+2W, 
Cudu = 27; (U+,)—(22 +1)72, 


iy 


1 pllo +2 Ws 
(2) i) Cu du = 273( Up + 3) + (2m+1)zi, 


ll 
1 ploy +2V( Pr, +5 W3) 


Cudu=2v(rn1, +573) (Up +7 v4 +5VW3)—V(2N+1)7; 


, tly 


Up +27), +255 


! [piu+p'a ; ; - 
(3) ii Sean du = — 2a(rj, +83) +2(7H, +503) Ca+2(N—N') RU; 
wire J J 
lag o(u,— a) 
4 i Cu—a@) du log = 
4) ee o(U— @) 
at : oi Gis $5 = A) 
(us me * a — o ORS OULS 
5 t(u—a 2, 23 |a(iu) = log = : 
(5) A. C[c¢ 5 G2» &3 | Ren 
rs 0 


14 
(6) i Cu du = log cu, — logeu) + (2rni + 28%3) (u, — U9) 


[Uy = Up + ATW, + 283, Uy = Uy, + 2TH, + 2503]; 
1, 


(7) i MTs rel ue) 4 Se) 


ia) 


COR th = DAC 
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CX VIII. 


AY r olnle 
Cas normal ou = est réel et positif. 
U 


(1). 


Si le chemin d’intégration ne sort pas du rectangle dont les sommets 
Sept She nde : ‘ 
sont ———-., on a, en désignant par N; le nombre de fois que Je chemin 
2 
d'intégration traverse de haut en bas, par Ne le nombre de fois quil tra- 
: 2 I 
verse de bas en haut le segment de droite allant de 0 a —-, et en pre- 
2 
nant pour log3,(¢) sa détermination principale, 
Vy S 
7, (9 
ap eu) dv = log 3, (01) — logS,(¢)) + 2(Ny— Ng) Te 
pattie) 
(@): 


a . ; f= 5 , Sis & 
Si ¢) est un point du segment de droite allant de sa » le 
2. 2 


point — — excepté, et si l’on prend le signe supérieur ou inférieur suivant 
2 


; 7 Vo ate P C 
que la partie réelle de —- est positive ou négative, ona 
u 


(3). 


Si % =a+ 7, ota, B sont réels, B non entier, et si le nombre en- 
tier nm est déterminé par les conditions rn << 8 Cn+1, on a (CXVII,) 


Yo+1lor 
Se: : 
af NM Cyne i 
‘ 


J1(¢) 
(4). 
be , —I—t, 1I—t 
Si ) est un point du segment de droite allant de ——— 4 -» le 
point — — excepté, si l’on désigne par @ la partie réelle de 9, et si l'on 
2 


prend le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que % est positif ou 


| pot Set 
41 (9 . 
i 1 UP i aa eet seit), 


0 


négatif, on a 


TABLEAU DES FORMULES. [tty 


CXVIII ( SUITE). 


(S)) 
Si m,n désignent des nombres entiers et a, 8 des nombres yérifiant les 
conditions 
oo ? <i. I I 
a différent de zéro, — — ~<a CaS = —-S6<-, 
2” a = 2, 


et si % = m—+nz+a-+ Br, on a, en prenant le signe supérieur ou infé- 
rieur suivant que « est positif ou négatif, 


! oskvicry AC Ji(V) pp pet bs ae 1 eed | 
ee a ea T ee —- = — 
f 5.0) ® Be 


0 
(6). 
Si, en outre, 7 est un entier positif, ona 


tL Avorrit c \ 
ue) ly orén( %—m-+-— : 
= — POT | Op = == Se = llc 
31 (¢) 3 FS 


Py 


(7). 
Si m, n désignent des nombres entiers et 2’, 8’ des nombres yérifiant 


les conditions 


> pale : I 

a’ différent de zéro, — - = aS = 
a 

: ; , a : Ie : 

si enfinz=m-+a',8=n-+8’, et sil’on prend le signe supérieur ou in- 

férieur suivant que 2’ est positif ou négatif, on a, en prenant pour le lo- 


garithme sa détermination principale, 


1 a+Pte, (eS 1 r 
(OD) J, (a'+ B'c) j re 
ESSE GK "| SS aE Ee LU . 

ai PGs eee) TY 


—_ «=@» = 
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INVERSION. 


On donne trois nombres distincts 2, ¢2, 3, €1-+ ¢2-+ ¢3 = 0; quand les 
points ¢,, é2, 3 sont en ligne droite, ¢, désignera toujours le point inter- 
médiaire; %, Y2, Y3 seront les nombres 

% = ——— Yo = 2(e} +63 + 63), Ys = 4e1 E235 


<1 7 
x nest ni un nombre réel négatif, ni un nombre réel plus grand que 1. 


Dans ce qui suit, /z, y Tey eee sin?y désignent les déterminations 


. . , ste lg Cl) (ee , ° 
des radicaux dont la partie réelle est positive; Vz, V1—~ les détermina- 
: : ; , TC ATS 
tions des radicaux dont l’argument est compris entre — — et —; logx un 


%| et dans le- 


nombre dont la partie réelle est le logarithme népérien de 
quel le coefficient de z est largument de % supposé compris entre — 7 


Ay Sass 


Wie dg 
(a) = ent | 
vo YI— xsin?o 


Ux'(x) 
x'(%) =x(1—% Cy 
(x) =x(1—%), ae 
la partie réelle de : est toujours positive. 


On entendra par Vx, Vx’ les déterminations de ces radicaux dont la 
partie réelle est positive. 
(O)\e 
Sia, d sont des entiers impairs, 0, c des entiers pairs tels que ad—be=1, 


ona 
cs Ree id x'(x%) 
k? — = %. 
: _aX(%) + tbx'(x) 


(3). 
Sia, 6, c, d ont la méme signification et si ayant fixé arbitrairement 
une des déterminations de V2; — ¢3, on pose 
aX(%) +1bx'(x) ex(*%)-+ tdx’(x) 
WO, = W3 = ? 


ve aes Ve1— &3 


82(M1, 3) = Ye, 8'3(1, w3) = ¥3, 


ona 


€g = P(g | 4, W3) = ea, (23) 


[ml EX(h) —— |. /r 
Vilas] v0 VA 
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CXIX (suite). 


g = 1—Vi—% =\/k (Bea: <r xo | 
Ney i X(%) S, of 5] rae [o| ee] 


| x(x) | X(%) 
x! (%) __ 9x’ (%) 25 x! (%) 
DO TA ae SG) sey 2a aL 
4X’ (4) 16 x’ (%) Z 
v 
Te mC 7) ete) Cg at ee 


on a toujours |B] <1. 


MEG] Fe [EES] xe. WEG <2 


ON _ayainatvecor, |\/|%[o 


X(%) 


(8). 
? i 7\ 4 
GUO aso (. a =) | = : (He te ae eee). 
Nee 4 
(9). 
X(%) x'(x)t = Vx(%) 
OD a ee OD Vw = ——— ; 
Ver ra Ver = 83 Ver Soares 
Ver — 5 = V1 — es, Ve1— 2 = Var— eV 1—%, Vex — 3 =—Var— & Vx; 
Was = vs. Vei— ee = Vis 3 V/1— * I Es 
S2, 63 Ege 


<3 


Ae Str 6 2-— S98 

Dans les Tableaux suivants on suppose 4, 03, Vw, déterminés par les 
formules (9); V21— é3 est fixée arbitrairement a moins qu’on ne prévienne 
du contraire; de méme \/e; — ¢3 est une racine carrée, fixée arbitraire- 


ment, de /e4 = Bc 


| = Vx Vx(%) 
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CXX. 


Dans les formules (1), (2), (3) on suppose 
n’intervient pas dans les formules (4). 


(1). 


x 


<1}; cette supposition 


Fn posant 


essb 5 oo De) b >. I I 
an = 5; = —__——. — —], 
i Dial. o\Weo co oF 30 , ss 2v—I 2y 


Vea | 
JE—SNe: (i ) 
K(*) SI y An”, (ee) = . An On", 
a! ll 


et en désignant par A, B deux constantes arbitraires, la solution générale 
de léquation 


est 


VY =AXM«)+ BL4 w(%) + ).(%) loge]. 
(2). 
x(%) = Re . E u(%) + (x) log *;> 


ot le logarithme a sa détermination principale. 


(3). 
A(x) =1— + log(t— x) —e(2), Je@)I< 5 [xls 
p(x) = — + logalog(c—x)— a(x), n(x) <5 el 
(4). 
x(1— x) = x'(x), x(~-) =x (5 )=vimexn), 
"(1 So) =x (4) = Vim eis) £ ix), 


7) = CD) x ( 
( =x’ (;) = ~xx'(x), 


x (*St) =x ) = b@ seo 


ou il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que la 


partie réelle de = est positive ou négative. Pour deux valeurs conjuguées 
u 


de x, les valeurs de x(x) sont conjuguées, les valeurs correspondantes 
det sont représentées par deux points symétriques par rapport al’axe des 
quantités imaginaires. 
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CXXI. 


(1). 


x’ (x) 
an Ola . Se hi 
Si r est un nombre positif et si|x| <1, ona, en posantg =e *® , 


me U. (*) é L(y 
‘ | log—+ 4—— RE Er: 
Opes 160 (*)I = —e ix), 
16” 


(2). 
nru=e 
I = Ae: pele fy Nv . = 
O) “2 = Cae % I 
Ae a6 34, 1024 2048 Mae, 2 
p= 
O53 == (Op TE Cy == MV EOOGOS) 
DSC 3 == MORK DPISCig = PISO SZ 5 
DD. Oy = DIO ODS: YAO) = DOI a ONaNaS) 


DSO == (Kos) Bg "3. C19 = 40784671953; 
Chie, IM fs Din MOLE 


1 A ye T4,-\? a fe Rye Ne ly le 
yee t+ 2 (2 Va) +15 (2 Ve) + 150 (5 Ve) See [wien 


(4). 
ey et el: ie | ions ee 
y= 50+2(48) +15 (58) + 150(* 8) sage? 8 Re ae 
(5). 
A if sess, i _ Te, Bt 854 5: Bae paige om 39130: 
x e == AS 5 ht: 3(o|z)=1, 4079; Gre = 0,0432139; 
252 
AG ee ee x\ v3| 
Ain Gi ten) 2 = 227 ,0,.005839- 
ae P= tedAde0 == 0.0.41 305 


122 
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CXXII. 


Dans toutes les formules de ce Tableau on prendra les signes supérieurs 


ou inférieurs suivant que Ja partie réelle de = est positive ou négative. 
u 


, OY erie SEP . T Tw 
L’argument de V1 — % est compris entre — i et + re 


Dans les formules (4), logg a sa détermination principale, 


(1). 


NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION. 


il, Il. Ill. IV. Vi VI. 
|x| <1, [xl<r, [ete peer |*|<1, |x| >4, 
{e—1[<1,]|x—r[>1,||x—tl>1,}]|x—1[>1,] |x—1|<1,]|x—1/<1, 
|x|<|%—1].|[x%]|<]%—1].||%| > ]%x—1].]]%|<|x—1].]| x] > ]x—1].]|%|>]% —1]. 
Valeur de x. x aes i : [eee Seas 
x—1 Me I— % x 
4 
r= VI % 2, 
(2) oes ; = | Bole, 
toe 1 — Ky {9 
i I I efi ‘ I I 
(3) o= 5 B+ > (5 Bo +15 (5 89)'+ 150 (+ ) a lees 
Z 2) 
T ™ 
X(%) = —3¥(0] 0) = — (1+ 20+ 20% + 209+...) 
(4) ; - 
| x'(xp) = — BCodloge _ #X'(%0), 
T X(%0) 
NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION. 
hh = 
he Il. Ill. LV N: VI 
ValeurdeT..... c Sears : au Li free 
T=. % See, Wh T 15 
. =. p __ 
Valeur det..... i TS ii : esedater Fer fs ones 
Tete w Tt Veer 
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CXXII (surre). 
(5). 


NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION. 


Valeur de 5, — E3 V/epaes ae Ver— 3 Vx 


Valeur de Vr. — us) — Vey — 6, Vx | SiVves— es vx er Ten 


Valeur de /u,;— 9] Ve1— &3 VI— Viele Ey ope, Ve 


= 


Valeursde E14, Eo; E3 E141, Say £3 E1, ©35 2 


£3 i V/e1— &3 V1—* i Ve1— é3 ives— Vx 


Valeur de 5, 


Valeur de VEg—E3 Cy pees iN eee ae Pe ogee I 
Valeur de //#,—-Es| —E Ve, — €3 Vx ives— esx ive,— &3 
Valeurs de Ey, E2, Es fa, &3, S1 3, &2, & $3, £1) &2 
: X(%) DX CK), 
(0) ci ses S eels 
Ey — &3 E, — E3 
f r= @ 5 
Coll 2 2r 
I J4Oy| eT ne Q 
1) = a | ee reek air ale 
Tora Co.| Tt) 12Q4 wm = =1— QQ? 
(7) fos / 
yee 


is ye 
\ : ! Doe 
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CXXIT (suire). 


pee en x —— Tt 
Varn=iy/ = 35 (OT) Vem =(/ = SyO1r); 
ILL | 


(9). 


La partie réelle des radicaux qui figurent dans les formules suivantes 
est positive; rT —1 =tVi1—r. 

Si x est dans la région II, on a g = —Q, W, = Q, w3 = = Q1 + Q;: 
a = She Hs = =a SS bigs 


rial! hi 
4 4 


Shi(@ |e) = G 3(¢| 1), a Git ee 


J2(°| 7), 
SFY (Allg) ed 4,(9 | s) =33(e[T). 


On peut d’ailleurs employer les mémes formules que dans le cas oti x 
est dans la région I. 


T 
. fore eres th! 
Si est dans la region II, on ag — et |) my — OF == 05, 0; — 23, 


5 Tamera cess 
i = Wi = Hg, 3 = Hs; 
e 
Ti v2 Te 
o C oe = f 
(5 Nee + Vixtte 1=*3,(¢|7), 
v2 TL 
v at 
ios = 75 
a 2) = Vitte !=*33(9]7), 
ett 
& ° + 
(eo ahs Vittre !=3,(¢|7), 
Tee er Ti 
0 >> se — 
Sill = ; alee + /itTe 1a 3, (eilir). 
Wise 
BEES as 
Si x est dans la région IV, ona g=e * y CORES Oa, We == == Oy), SE a ® 


1 = 3, 43 = — HB, {3 


I 


— Get) pe Rt 
2) Gok Fe! sass (yilia): 


aay ar 
BET ye OS 
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CXXII (SUITE). 


(9) [suite ]. 


° Ti Gy 
Ss Se US 
33 c :) Ze * ret Jo(e|T), 
° Te Laer 
eo Se Ue! 
(5 ee i \V/te® —S3(0|T). 
ae? 
_ Tt 
Si x est dans la région V, on ag=e 17, w,;=Q3,03;= = 045 71 = He, 
UG) = CES 
% 3TT er Ti 
CS ea eee Be ee 1 
a (* eee t V/te™ 34(e|7), 
o Ti P27 
cS Sey Pa reo 
=e +) Se *Vre* 3,(e|7), 
“6 Ti (aso 
co Te Te 
= (< jee tre *™ 33(¢|71), 
° Ts e2 TL 
io heen io oe 
=, (< BSc a V/re J2(¢|T). 
Ti 
f Bos T eee eae ae : 
Si x est dans la région VI, ona g =e*!—", w, = | Q, + Q3, W3 = — Qy; 
1 = + Hy + 3, 43 = — M15 
Ti 
i Cama —— (31) »—— 4 
(2 e|l=e 4 Vt tS, [2); 
i wi 
S PEs a Gs 
S,(—- |<) Vere tse ln), 
‘ : gee, Se 
a( a t) =e % (ete TS(el4), 
Ti 
° \ (1-21) 
Sip, (=; *) Se © Voss ie || 40) 
+ 


On peut aussi, quand x est dans la région VI, appliquer les formules 


concernant le cas out x est dans la région V. 
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7a " 
CXXITI (surre). 
(10). 

Dans le cas ot x est trés petit on peut faire usage des relations sui- 
yantes, obtenues en négligeant x3, et dans lesquelles, si l'on se donne seu- 
lement %, on prendra pour \/z;— <3 la valeur que l’on veut, par exemple 
le nombre 1. Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont les déter- 
minations principales. 


En négligeant ~? on a de méme 


‘é a ae oc % 
Siti (al G)) = Ge a SINT? ; J3(v|t)=1-+- 5 cOs2T?” 


\ 


14 A 
= ! % x x 
yl) ) See" (1+ §) cosmo; ; J4(9|t) =1— & cosane; 
Oo 
x 
Tt = (1-5) HV eye bee 
| / Pa 3 anv? 5 Aine \ i a2y2 
HM CCH RES OR) Ma aa fe ap a sin(ryjeS 5 3 (U] 1, 3) = cS zsintce | e8 
Vei— 83 a 
. t 2y2 i Pate XA \ Lye) 
o,(u|-w,, 3) = cos(me) €8 : 73 (w| 1, 03) = (1+ Ssin2xe ef 
% ‘| 
mG TV ‘ 
C(u| O41, 03) = Ve — €3( 1 — — + colTv 
4] \3 
XS vA 
=~ / a 
Sie CR Zz ( a 
iC G4) ns Woe) == I = I 
PEO res) 3 ( | " smtze) 3 
sn(u, %) x ( %) (ON 72 x. é x 
2 = Cos? te s\ a ( ut) on 1—7)u; 
% i { % j rela 
sin (17 tl cos(1—-)u if 
4 ~ i 


ome % 
dn(u,*) =1— = sin? (1— | Uu. 
2 
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CXXII (sure). 
(11). 


Dans le cas ott x = 1 — % est trés voisin de 1, on fait de méme souvent 
usage des relations suivantes : 


*o 21% I Xo 9x3 LG 
w,Ve)— 63 =X =— — °) + + + log 
ve : hf ( 3a: f/f ded e a at Sit 
TT a gx 
1 ig iO: . 
—iwsVare =x'= 2 (14 P 1 ne); 


4 4 
\ 2 
eet yan 13%3 0 _ 3% i 16 rt (: x0 at) 
i = Se T v 7 Seay) = > 7 3 
4 64 i 8 % ro Die 4 64 
9 
wT Xn x Ronen 
a singe = af 
c 10 2 64 


ss Tew? - - Tiw? 
t === k ae Be 0a 
¥ (U| 01,3) = (: 2) sh(mw)e e 74(w\ 04,03) =| 1+ Bshe(nw) |e 6 
ver—eg\ 4 { 
‘ TT? Ww? _ Tw? 
z,(uloros)=[1— Bshe(nw)]¢ Por 63(u\w1,03)=ch(mw)e 8 
4 
— Xo Tv ch(zw) 
9 — o,— Eq L — = + . 
C(w] wr, 03) = Ve a ( | 3 sh(xw) |? 


Wa I F 
p(u| os, 03) = Ce Si ) E 7 mech 


4 Ni 
5 \\ = 
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CXXIII. 
Cas ot &%, 2, 3 sont réels; ¢; > 02%: > 3; Y2 > 0; Y220; G >So: 


Si €,, 2, €¢3 sont donnés, on prendra 


2 S83 


oy -— 


w 


Si on se donne seulement x <4, on fixera arbitrairement le nombre po- 
sitif | /2;— | et l’on prendra 


ad DM ii ea 
(1— &3), oa (e1— &3), 63 = 3 (ees) 


(1). 


elie 


es ert 


ye BG +2q+2g'+2q9 , a ~ xlogg 
yet eg ee eek hee, 
| Vei— es | | Ve1— e3 > a 
vx=|V¥xl,  Vor=| Ver |, 
se = ( ES is op tae eee 
12, Oy Wy a t= Gy 1— qg6 1—q : 
> mes COMer) TL 


- TU 
yi1S —_——____ 4 be 


120, 34 o/c)’ 

Vii—e% =|¥a—esl; Va—e =|Va—al; vx=ly¥xl; Ve= 
ViSe=| Vi“ Vie) Vi— =), 

Vei—e, = vi —x/2,— £35 Ve2—e3 = /x Ve1— &5; Vei—ez = \/e1— 63; 

Ver— es =| 1—% Ve1— 83; Ves— es =1 Vx Visa: Ver—es = Ve— =. 


te 
Vz (; 
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CXXIIL (surrr). 
(>): 
5 Le : : 
J1(¢|t) = 2g*(sinonm — g? sin3en+ g6 sindvn—q!? sin7eoz+...), 


Sa(e 


1 
t) = 2¢*(cosen + g*cos3vnm + go cosson+ gi2cos7on +...), 


J3(¢|t) = 1+ 29g cos2on+ 2q' coshort + 2g cos6or-+.. 


oa 


J, (¢|t) =1— 2g cos2en+ 29g* cos4om—2q9 cos6on+..., 


1 
Si (vt) = ang*(cosexn—3g2c0s30n7 +598 cossen =7qg!2cos70n +...) 
1 qe q. q 74 7 
(ie 
ay = 4, 
eter gee eee a eee B= +k (1-B)5 
3 Ves 2K K 
FS l u 
[ at (2 4 = St =) 
IBL ¢(@e) TF} a) 0 (u) a. (Se : 
2 u ; a u 
Lilla) = (<)> @1(w) = 2 (“%) 
tr H(u) Vis H,(w) h O,(u) 
= — b= ————__ —_>s Clie), = . 
sn u ie Stas cn Ta ae > I V1 % aia) 
(4). 
U = 2W)?. 
Se (Cee cd A: J2(e|7) ; 
o(U| m1, Os) = 204 Smee ESC AEDT SES Uae oe reeset 
43(¢|7) i EC | os, eee 
. F2(U| 1, W3) = ye E2WsH10" T3(U | W,, 3) = seep ene, 
Olle) 
te 1 2 — 1 , : = 
C(u| m1, M3) = 216 20, Sy(6]s)’ 
hes pad. feat(e le) 
p (ul oy, 3) = 4 hw? dv 3, (v] 7) 


T. et M. — IV. 
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CXXIV. 
ef > &220 > ts; Y2 2707 Yo=O 


Cas ott &, &, 3 sont réels; ¢ CS 


% =H 1— *% = 


Si l’on se donne seulement x21, on fixera arbitrairement le nombre po- 


sitif (ey — ¢3) et lon prendra 


2—%x Sh = 
.= — (&— €3), oo 1 — &3), oo “5 (eee: 
(1). 
8, i= | Vel 
} ar 
i+] Vx| 
‘ I 5 Days, 9 13 a 
a Prep) os (Be) eal Briscoe ar 
Xo = — (1+ 20 20' +.909=-. ..)2, Xp =— — Xo loga, 
Xo XY 
Se OP ON — ’ Ww, Q3 g 
bl Veiees | Rees | 
— Q3 a Oa T 
= O1 a a ee 
72 272 Q? Qt Q6 Qs 
43 HH; = SS ( A eae a 4 T 
12W3 w3 \1— Q? 08 I— 06 1— 98 , 
ene Hy, Q3 i — Pees eas 
Qy 2LQ) W3 2W3 
Ver — 3 = | V1 — es ) Ve; — ep == | Ven es | 
Veo=lV¥%ol, VI—x%=lVi—~%l, Wxo=lVxol, Vr—x%=|Vi— xl; 
= 30) KV ee eg, 


VEi— Bp 1 iVt—% Ve —e és, WE2— Bs 
VE aa ive ae 


31 


VE, —£3=e* V x6 Ver— £5, 


Ti 

Vi — By =e" ie HERES. 
Ti 

VE; —E; =e! y Saas 
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CXXIV (surre). 


(One 


1 
Ji (iw|T) = 279% [sh(wr)— QO? sh(3 wr) + Q8 sh(Swx)— Ql? sh(7wx) +...], 


A ; és 
Jo(tw|T) = 20 [ch(wr) +o? ch(3w7) + o8ch(Swx) + Ql? ch(7wxr) + 


J3(tw(T) =1+ 2Qch(2w7)+ 2Q'ch(4wr)+ 209 ch(6wx)+... 


p) 


3, (iw|T) =1 — 2Q9ch(2w7) + 20' ch(4w7) — 209 ch(6w7) + 


ee ey 


a 
J) (iw |v) = 2704 [ch( wx) —3Q% ch(3w7) + 508 ch(S5mr)— 7Q!2 ch(7wx) + 


sh(w7) =1(ewTm — e-¥T); ch( wm) =1(ewn + eT), 
2 2 


“|, 


(3). 
1 Ss G5 Ke Xo, 
ie ee ae 1 q Pp, 3 : 
3 [Wer es | 3 DS | 
u = pe T 
w= — Deyent =|. 
Beye y (/2 
18h oe _ wT __ Te ~ _ we Tt 
H(ujze "Vie * (iwi, O(ujse t¥re * Si(iw|n), 
_ Te e wet _ Ti _ went 
H,(uj)=e *Vre * Sy(iw|n), Oi) =e MV ren toate |); 
S S , Ug = a 5 . 
oe eee? elon lips Oe V% Ja (uw | T) ee eee 
eae "| a een” JO — IN Seay 6 Sal ee 
pe aT) t= x J2(iv | T) J2(tw |v 
(4). 
OZ DDE == DORK. 
I : 
741(¢w | 7) 
o »)=o ¢ Q.)=27Q - em 2H, QW? 
So (w| 1, 03) (u|Qy, 3) 1 51 (0/17) FL ian) 
nes 
(Ven) i 
51 (U| ws, 03) = 03(U| Q1, 23) = rin) e— 28,20? 
33(tw| 7) A 
Oo(U| 1, M3) = F2(U| 21, Q3) = ERC ae te 
oS . 
odin (ACP) ee ; 
O3(U| 1, 3) = 0, (| Qy, 23) =——— _ erin: 
3( | a) 3) 1 ( 1) 863 S, (0/4) 
Hy U Poh (AED |e 
QOD ONie ys) ee oes (2 | Ms 
; EQ 2Q, J,(tw|T) 
( | ) Hy, Qy, if d Sate |) 
ROLLE NEDSS (9 Nl rece e meeeaPd : 
(Q,¢) (2Q,4)* aw 13, (i@ |r) 
(5). 
. . . 1 TiO) OS aos ph 
Dans le cas limite oll €2 =0, %) =xX=4, Y3z=0, Yo = 47 =4E5, 1 eT e-”, 
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CXXV. 


Cas ou 4; =A+ Bl, 2 =—2A, 3 =A—B1, A et B Etant réels, 


MSOF Bee O, Yae0 00 20. 


Si ¢1, 2, €3 sont donnés (2;-+ ¢2 + ¢3 = 0), on prendra 


£9 — &3 I —3aA. 
hi SS => > U. 
TCE 2 2B 


Si l'on se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positif B 
et l’on prendra 


: 2(2—%)_. a Cee 1) ae i A(*+1). 
iss: Sarees Ce hie ae ea oo Ves ce ee 
(1). 


On formera successivement : 


Y tel que lon ait 


x (1+ 2Q*+ 2Qt6+...)2_ 


v >) 


7, 


4 


W, + W3 => Q1 — 
2 


= 
Vaya. |) 


OF ee 2) We 2 23 — Q4 


U U 


cos2 


2Q, U 
= log —; 
Tt. 


ot le logarithme est réel. 


Q3 Tv 
eS SSS 5 
Q4 Lc 
mn? 272 Q? he 6 Wp 
= [ate tate fee Je Oe, 
12Q1- Q; [1-9 i) 1— Q° 12Q, 3) (o|7T) 
Qs Hy TL 
H3 = Se Oa ahiae 
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CXXYV (suitz). 


(1) [suczte]. 


VE, — Eo = —|@ ae VE, — Ey = : 
sin sin 


VB, — BE; = vasle®, Vi 5; = V2B\e8, 


ee B 
//E, — B3 = ty 


(@). 
lo ie . . 
J1(¢[T) = 204 [singr — Q? sinden+ Of sindyr —Q!? sinzeon7+...], 
Jo(e[T) = 2.0% [cosy + 02 cos3pnr+ Q8cossen +Ql2 cos7en +... |, 
J3(9|T)=1+ 20 cos29m + 209' coshor + 209 cos6en-+..., 


.(¢|T) = I— 290 cos297 + 2Q' cos4v7—20Q9 cos6or7-+..., 


6 i . 2 
Ji(9|T) = 27Q'[cosen — 3Q2cos3 en + 5Q%cossor — 7Q!2cos7o7 +...|. 


(Ba): 
OZ DMP. 
CH CAO PMOL Noel (7A OY OD ea OY aa 22,07 | 
01 (U| 1, 03) = F2(U| Q1, Q3) = aes E2126 
F2(U| 4,03) = O1(U a1, 03) = gel 2,050 


o3(u Wy, 3 ) = GA( GZ ||On 23) = : 


C (w]e) = © (w] 1,93) = 2 


Wy 


ii! Eeanik 
G1 8497 ay SiO] 7) 


P (4| 4, ©3) = — 


134 CALCUL INTEGRAL. 


CXXVI. 


Cas oW ¢;=A-+ Bl, 2 =— 2A, £3 =A— BIL, A et B étant réels, 


< 
NAOy We Oy Wy Op G<0o. 


Si €,, 2, ¢3 sont donnés (¢, + ¢2 + ¢3= 0), on prendra 
&5 i BN 
x= SSS oP = 
a 2) 2B 


Si Pon se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positif B 
et l’on prendra 


2(2—x)._. 2(2%—1) ,» 2(% + 2k), 


e, = ———— Bl, é, = ——~—— Bl, 2 oaemamner pc 


3 


On formera successivement : 


g tel que l’on ait 


B Te 
tangeo=-=>» Oo<oS—-;3 
ea 3A Gy x 
: oi Pi 2 Pate ans at a 5 t i ee 
~Q=-tang++2(-tang + -tang+}) +150 ~ tang ee, 
(ae a NR si) een a 4 : 
1 Ti 
o' =e8 ss 
l 
iT A A 
(E28): (BEDS 
By ie e\8 + Ne eee 8 + ; 
a ar = ?  — =H 
| \/2 sine | | \/2 sino | 


e Sys 20% +9Q!6+...)? 


,? 
cos? + 
4 
2TQ4 v 
(Oy i aa DOO = lo = 
6’ 
ot Je logarithme est réel. 
Qs i] 
T= — F 
Qy De 
2 at: 2 2 4 6 Sy | 
Xr T OF = OH ae 40 I 1(0|T) 
y= ~+ 9 + 3 +...f=— ==) 
(20; suOQrmte oe T—10% I— Q6 12Q; 34(0|7) 
TT (223 — Q1) Hye Hy F 
i3u= — t 7 t > 1=4H3, 3 = H3— M1; 


2tQ, 2tQ, 2 
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CXXVI (SUITE). 


(1) [sucte ]. 


Se Helge e de a Ved jet al 
i en Ne / 25 e 3 = V/s e I 
= aaeree ee eae ree Lee 
VE_— b; =| ¥2B |e vs Vez —E3=—|VoBle ®, 
ewan ete oe fa | mea 
Vem = i|)/ e?, Cee ee / ale . 


(2). 


=+|— 


Ji (iw | T) = 2¢0%[sh(w 7) — Q2 sh(3wr) +05 sh(5wn)—Q!? sh(7wx)+...], 
"i ot 

J2(¢w|T) = 20%[ch(wx)+Q?2 ch(3 wr) + o8ch(5w7)+a%ch(7w7)+...], 

J3(¢~ |T)=1+ 20 ch(2w7) + 20'ch(4w7)+ 20% ch(6w7)+..., 


J, (tw |T) = 1—2Q9ch(2w7) + 20*ch(4wr) — 209 ch(6wx)-+..., 


1 
J,(iw | T) = 27Q%[ch(wr) — 392 ch(3m 7) +508 ch(5mx)—70!2ch(7w7) +...]. 


(3). 
U“ = 212, = 2/(W1— w 3). 


1 . 
771 (iw | T) 


(2h Diy Oa) SS & (GF | Ong Oy) = BAO em 20, w? 


J, (0|T) 
J, (tw |T) 
Cx? vig TS) hs ore (/A ror) = ae e— 24,2, Ww? 
1( 1, 3) 3 ( 1, 23) Son) ; 
So(iw |r 
Oo(U| 1, W3) = 61(U| Q1, 23) = qa e~ 2H QW? 
33(tw |T) 
Gath Oye Oe )) = Go(@ | Q,. Os = — em 2m,2,0? 
3( 1) 3) 2 1) 3) S3(0]1T) 
‘ Q, Hy P I 3, (iv | 7) 
C(ul| wi), 03) = ! 2 


"Si (iw |v) 
L 


Aton ene Ce T d renee 


(721)? re (27Q,)2 dw 
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CXX VII. 
GIDE 
Si l’on se donne deux nombres z et & tels que |A| <1, |kz| <1, on sa- 


tisfera a l’équation 
sn(u,k) =z, 


en posant 
n—=o a ( ) 
f 2 5 = No Son d(Q4—=i) | -, 
w = = d(k?) log (is ; V1 = 22) Vi = ewnered k2nG,(z), 
241 
ou 
2 Teo Ne 1.3...(2¥—1)]2 
i = |) Ks, ee SPS en 
ae Eley eee ES DY ic 
¢ if te V4 
G —— Poe G. %) = 2-4 2 ge eos is f sian (2n—2) zZ2n-1 
JCal 4) eS 3.5 3 ijsee (en) , 


et ot l’on a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l’on 
veut de /1— 22, puis celle des déterminations de log Gz 1-27) 

Si lon se donne, en outre, lun des deux nombres 2’ tels que l’on ait 
g'2 = (1— 4?) (1— k* 27), la valeur de w, caleulée au moyen de la formule 
précédente, satisfera aux deux équations concordantes 


dsn(u,k) : 


=<, 


sn(u,k) =z, 


du 


pourvu que, ayant fixé /1 — £22? par la condition que sa partie réelle soit 


positive, l’on choisisse pour 1 — 3? la détermination ————— - 


(ae 


Si l’on se donne deux nombres z et & tels que |k| <1, || >1, on sa- 


tisfera a l’équation 
SiH.) =, 


en posant 
Pees yeetys edu gk sys tee ' 
e t>) Se a I k2 -2 
2} nein ics ion Oe Oi eas I 
/ ki g? pa | oe | Re Gn (5) 
n=1 ; 


ot lon a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l’on veut 


a ; see 
de —_ uls celle des déterminations d ( oe ae Vi 
Fgh Pp s de log ae I Ra 


\ 
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CXXVII (surre). 
(a) |[svaee ||. 


Si Von se donne, en outre, l'un des deux nombres 3’ tels que l’on ait 
g'2 = (1— 32) (1 — k?z2), la valeur de wu, calculée au moyen de la formule 
précédente, satisfera aux déux équations concordantes 

dsn(u,k) 


SNH Ie) = % NS 
(4, 4 du 


r 


aS) 


I oe eee ‘ 
pourvu que, ayant fixé / —— par la condition que sa partie réelle soit 


~ 
ao ee aa ! 
oat tae t one aie 
positive, l’on choisisse pour (/— ag la détermination —————— + 
Ur & I 
eas 


On donne P, <1, ¢2, ¢3 et l’on suppose 


84 + 62), Y3 = 4&1 2&3, 
&4 — €9 
— =; 
y= 
4 : ™ ™ [ey pee 
V1 —% a son argument compris entre —~— et ~ » Os a 
4 4 1+ Vi—x 


Tee oINeen itp Siac a( QM a) Me. ; 
MB) =1-+ (2) pie (07) B84 | TGR | BEV ne .5 


Bi = A(B*) —1, By = By — (2 


p—é 


> dont la partie 


tp to) 


If désignant celle des déterminations de Il = vi=* (/ 


réelle est positive; les déterminations de y/2;— 3, 7/1 — 2, puis celle de 
log(z “ tVt—s?) sont fixées arbitrairement. 


Dans ces conditions, on satisfera a l’équation 


il W235 Vom Ta) 
en posant 


log(z+ivi1—2) 
u = 2i($4) ——= : 
Gey 3) 


oV1— 22 4 me 3 2:4, he OF a 
14 25° + 36° 4 PeS Ss cies | IE 
x) Re ee ewer, 


=) ——————s 
Ve = é3(1-+ Vi 
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CXXVII (suite). 
(3) [suzte ]. 
Si lon se donne, en outre, l'un des deux nombres p’ tel que l’on ait 


p’2? = 4p? — y2p— ¥3, la valeur de uw, calculée au moyen de la formule pré- 
. 0 a 
cédente, satisfera aux deux équations concordantes 


P(U5 Yar Ya)=P, p(s Ya, Ys) =P 


pourvu que, ayant fixé /1— 8'z? par la condition que sa partie réelle 


soit positive, on prenne ~——-— égal a 


—?' (VI ie B22) 
| Dy eae 


CXXVIII. 


Sa 
NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION, 
ea Sg ea 
I ou Il. HI. IV. V ou VI. Ye Ss 
¢,—€ 
: ; 3 
a0) eons |x| >t, 'x—1[>1,||%]>1,|/x—1|>>1, [e—rl<r, : 
|x| <|x--1]. % | |x—1| |x|<|x--1]. |%|>|[*—1]. 
4 ff I 4 1 ya Les arguments des 
Valeur de Neo V1 ae \/ I—- \/ — Vx racines sont com- 
. x ere Te 
prisentre — -et-- 


Les racines sont 


Lit P— €3 hee 5 pe e détermineées 

: es on } e4 ; ees de fa- 

Valeurde —. ear \ a ee con que la partie 
Y. ce) Pi €3 Px— €9 réelle de II, soit 


Valeurdeop.. I 


positive. 


Les particsréelles 
des racines vx, 


yi—x sont posi- 


lives. 


Valeur de R.}(p—e,) (P—és3) 


Ge (reo 


(P—e1) (P—€p) 


TABLEAU DES FORMULES. 139 


CXXVIII (suite). 


On donne ¢, €2, €3, Y2, 3, P, P’ tels que 


e+ &g-+ &3 = 0, Y= 2(87+ €} + £3), Ys = 4ere2e3, P'? = 4P3 


jo fee 


Pour déterminer une valeur de w vérifiant les deux équations concor- 
dantes 


DG Yona) = PB, 19H G2 on 4) = De 


on formera d’abord les quantités y, Hy, g, R d’aprés le Tableau précédent , 
puis les quantités Bo, zy, A(84), By, Sy au moyen des formules 


y= 
a=, Cee ea te es Qik eee a 3.5...Qv—1)/? vy) 
Peat ST Resi Te NO Seat >|- Te . 2 Oe 
bes | 
1 Ne 
Bio = A(B§) —1 By = Bu—(_ ) Bo: Bao = Bay — (3 7) 88 
vo=@ ( ) 
aad WC SE eee IS ke Anan SI [fu a ramen hy 
Bz,o = Bi-1,0 i [= cael Bs oy ae eee =)" uae 
=7 
2 9.4 DedieO 
So = S (40) = Broo + 3 Bros} + 57 Baoah + 35 Bava} + 


Si, en formant So, on s’arréte au terme en z3”7!, l’erreur commise est 
inférieure a 
| Bie Cp taN | 


(n+1)|V(4n +2) | Cr —1 85 |) C— | BS 52 i) 


On remarquera que A(8é) peut aussi étre calculé au moyen de 
I ia \e Boia! e ee 
= — yo 2. || sy 1b) aa UY ees 
he ae Dake 


KG 7TH 20+ 208+ 20h...) EY) 


Ceci posé, ona 


— 2A( 85) log( 29+ i Vr — 22 


par la formule 


2Vi— 33S 0 
io Ver— @3 (I+ y)? pye—as (t+ X)? 


2 


pourvu que l’on prenne pour 21 — és, V1 — 22 des déterminations de ces 
racines pour lesquelles on ait 


ou la partie réelle de V1 — B22 est positive. 
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CXXIX. 
Cas ot 2 et y; sont réels. 


(1). 
Si lon est dans le cas du Tableau (CXXIII), on conservera aux quan- 


aly 
tités B, g, g*, X, X', 4, 3, tT, M1, H3 la signification adoptée dans ce Ta- 
bleau, et !on appliquera les formules (GXX VIII) qui correspondent au cas 
ou % est dans la région I. La quantité 8, est alors égale a 8 et est comprise 
entre 0 et 7); on prendra pour \/2;— <3 sa détermination positive et l’on 
aura 


(BY) =| eres] 5 [r+ Vie]? 


2 


Si p est réel et plus grand que ¢, 4p est réel et compris entre — 1 et +1; 
6 désignant l’unité positive ou négative suivant que p’ est négatif ou po- 
sitif, on prendra pour 9 une solution des deux équations 


&y = cos, 8 | Vt sz? 
et lon aura une solution réelle des deux équations concordantes 


lator PCU5 Yrs) = Bs | PCa ys) = eS 
par la formule 


L’erreur commise sur S(zo) en s’arrétant au terme en 2” est moindre que 


9 


a) 1 


al ¥in+2| roe 


En ne conservant qu'un terme dans S(cos®), erreur commise sur uw 
8 
sera moindre que ———___— 
Pal eae 
45 | Ver ie 8 | 


I 
UNE Se 
rol? | Ve1— 63 | 
(O's 
Si lon est dans le cas du Tableau (CXXIV), on conservera aux quan- 


ail 
tités Bo, 0, Q*, Xo, Xb, Q1, Qs, T, Hi, Hg la signification adoptée dans ce 
Tableau, et l’on appliquera les formules (CXXVIII) relatives au cas ot x 
est dans la région V. On aura 


(85) =| ver—esl So [1+ Ve’. 


uv 
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CXXIX (surre). 
(2) [sucte]. 


Sip est réel et plus grand que <,, 3) est réel et compris entre 1 et — 


5° 


on prendra pour 0 Ja solution réelle des deux équations 


Fa == Olly), 8 | 722 —1|=shO, 


ou 6 est égal a +1 ou A—r, suivant que Pp’ est négatif ou positif, et lon 
aura une solution réelle des deux équations concordantes p(w; Y2, ¥3) =P 
p' (WU; Y2, Ys) = P’ par la formule 
Ws 9 sh9 
b= an S(ch 6). 


"Wael ve? 


En ne conservant que deux termes dans S(ch0), ’erreur commise sur w sera 


moindre que 


aS earall et, quel que soit By, moindre que 
Bi 2B 


2 
10° |\\/y—<s|_ 
ey 


Si lon est dans le cas du Tableau (CXXV), on conservera aux quan- 
1 


tités A, B, Y, Bo, Q, Q%, Xo, X$, Q1, Q3, T, Hy, Hg la signification qu’elles ont 
dans ce Tableau, et l’on appliquera les formules (CXXVIII) relatives au 
cas ou x est dans la région III. On aura 


iv | 
—=! ; uv vy) 

= 2 — fap 2S } 64) = Arc os2 + aS 
=e jy) bo bane Be CPO / / x5 


W, + 03 


4 27 


Si p est réel, plus grand que ¢2, on calculera successivement les nombres 
réels %, 9, 9, w par les formules 


B 


Qa 
tang a 


== Sli). 

! vy) a. 

Sins COSh\ i. 

f 4 2 

0), + Ww: sin 6 | /sind 
the ae 276 : Yl sce), 


be 2cost 7 | v5 


Dans ces formules, 5 désigne l’unité positive ou négative suivant que P’ 
est négatif ou positif. 
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CXXIX (suirE). 
(4). 
Si l’on est dans le cas du Tableau (CXXVI), on conservera aux quan- 


4 aes : d 
tités A, B, ~, Bo, Q, Q*, Xo, X>, Q1, Q3, T, H1, Hy la signification adoptée dans 
ce Tableau, et l’on appliquera les formules (CXXVIIT) relatives au cas ox 


est dans la région [V. On aura 
ig = 
ae ; © 3 — Ww 
oY = ey, Bo =cttang i, MG (cost? eure 
4 sing 2UT 


: j Bo , 
Si p est réel, plus grand que 2, -+ —-—> on calculera successivement les 
sin © 
‘ 


nombres réels «, Zo, 9, w par les formules 


tanga = ; 


sin 4 cos : “bh S) 
2. 


4 4 
oe ee an | ey, | sh 0 Sta): 
2 | VB | cos? z 
+} 


; , ' B 3 
Si p est réel, compris entre ¢y et ¢2 + » on calculera successivemenl 
sin ; 


les nombres réels a, z), 9, w par les formules 


I 
om a< Pe ena 


tangs 
? A—pP 
eB ieee 
5) =— cot = tang € ‘) =—(chd), 
N rele He 4—o 
0 sim - sin : 
V ar 2 2 no 
Bo = == Siluhs 
» FO) ed Me) : 
sin — cos ( SSS a 
q \ 2 4 
W3 — W | sing | sh0 
U = 4 + Ws ane sing | S(Zo) 
ers a 3 © : 
2 | VB | ay 


S erie . ' ee, , . . 
Dans ces formules, 6 désigne l’unité positive ou negative suivant que Pp’ 


est négatif ou positif. 
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INTEGRALES ELLIPTIQUES. 
82 ET £3 SONT DES NOMBRES réels. 


Y=47 —S2.¥— 3 = 4(¥ —€1) (y — eo) (¥ — ea): 


CXXX. 
Cas ou €;. 2, €3 sont réels; e, > ey > e3. 


Cf (CX XIII), (CXXIV), (CXXIX,—,) en supposant ey = &, ey 


= Oy By, 
| Ae ae SE ei ove ee ea 
Fig. A. 
Plan des y. 

\ / 
Ni / 

\ / 

\ if 

rae \ =k | +)+ 
\ 


{2 2 EOS = 0 (@,- ws} } 


es theese 


per ) +0 0) 
@,+ [3] -,O0 7) [,+3]! Ones ey + co 
\ 
! \ 
1 \ 
/ \ 
= peas i. Say es i + — 
/ \ 
/ 
io \ 
/ \ 
' \ 
Plan des u. Plan des y. 
3, +03 ea en 
3 e image de (7-3 
Eames ‘| ea a 
2 W3¢-------- --- Ry----=-= + Wi +Ws Me 2s x 
9] (72 ) [P] / imagede(7%) 
4 W f —— 
[£00] ES lea =co q* €3 C2 |p C2 +o 
, lg 3 A \ imagede(7,) _// 
ce SS TESSSSSS oo 4 Wi~ 73 S f 
iP) PSShe eee 
tra) = 
-wWl asec image de(72) 
[ea] [e2] 


Dans le plan des y, les valeurs entre crochets correspondent au plan 
des w; dans le plan des w elles correspondent au plan des y. 


p=e3t+ k(e1:— es); q = e3—k(e, es). 


tit aoe 2 Livi 


oll 4, M3 sont formés au moyen de &, é:, es comme dans les formules 


(CXXIII), (CXXIV). 
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Cas ou é» est réel; 


CALCUL INTEGRAL. 


CXXXI. 


Cha 8 
—=s— = © 
L 


Cf (CXXV), (CXXVI), (CXXIX3_,), en supposant @; = &, €2= 2, €3 = &3, 


ES oy LE SO se 


Plan des y. 


image de (73) 


ez image de (7x) 


C2 


— 


image de (7, ) 


image de (72) 


Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plan 
des wu; dans le plan des wu elles correspondent au plan des y. 
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CXXXI (suite). 
Mm = €2 + a kk’, m= €, — sae 
ig dy _ os=o, fe dy _ ‘(" dy _ w3+,, 
Sai | : Ry et zi : 
é2 > 0 - ay O) é5 <0 ( & [) 
C2 ) SS es ee 2 ’ a= = Ww 
yh = 
ol ;, w3 sont formés au moyen de &, €2, e3 comme dans les formules 
(CXXV), (GXXVI). 
CXXXII. 
Substitutions linéatres. 
(1). 
Z=Azt+4Bs3+ 6022+ 4De+E=A(s—2)) (4 — 4y) (4 — 2y) (4 — Zp), 


Y= 47° — 2.9 — &3 =4(¥ — ea) (yy — eB) (y¥ — ey); 


go AB = 3071 BD: 2; = ACE +3 BCD—AD*-—EBt— Ce. 


= Bo Play, eT nese ah 5 dz os 
Y—zLo D4" BZ, Vz. | Sly 
A Za ee 
ea (ap =.) (py) 
e Seeman <0 
(2). 
1 , 
aA = 4 : 
V¥ = + 4 =F (yy — 1h) V2 
(i= 6)? Zo Faalg 
(Gy hee 


L= (2,— 43) (2— 24), M=(41— 42) (43 — 34), N = (4;— 44) (52 — 33), L=M-+WN; 


A? 2 2 = De ! ] : 
Gos ep i hea Pes ee UC) 
Cie 2 rs Ss ae 
Cy = — — > (4159+ Su4v) = [(49 + 2) (4p. + Sy) — 2( 44, + Sy.5y)], 
2 4 12 
A A 
ey— ey = (29) (uv ey Ca = | (Sn — Ap) (Sy — 9) 
la — €8 = — (4y — 9) (5), — Sy) 
T. et M. — IV. 
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CXXXII (suite). 


CA) UNO 


+ 3ea +d =a(%— Sy) (4 — 3y) (4 — 4p), 
are I 
£2 Rg ale) &3 = —, (3abe— ahd — 267), 
1 
Ly Wey Toon 
Ca oe) Che Cia ate 
a a a 
€g—ey = i (4) — 4p), Cy — eg = i (4u.— 2p), Cg — 8 = i (4p — 4y) 
CXXXIIT. 


Cas ow Z est du troisiéme degré et admet trois racines réelles 


By > 22 > 53. 


ia dz ir dz 3, i. dz ie dz 
——— — = —} —_ = ae is 
Bane ay er Oke irae ee 
ou W,, 3 sont formés au moyen de e, e2, e3 comme dans les formules 
(CXXIII), (GXXIYV). 
CXXXIV. 


L=4211—4)(1— nz). 


TABLEAU DES FORMULES. 


CXXXIV (suite). 


i002 3Q=—9 =m, IO] 2— i, OS I, (Pi, 
A 1 
{ eel ds Si = x(n), 
ey ia vera 3 
iP ues ic ue (0) X(72)3 
eV Es Sie Bl 
DEO SOS = Dy SOLS USE, MOS — 7, kt = —_, 
i az) c See i ( n ) 
ey Ten eye cote i | 
” ZB fe dz Ki I x ( I ) 
= 1 
ie A bahZ| [etary Nea? 


Z=421+4)1—72). 


Reo oe, == 0-9. 36, — 7 —T, 363 I, k= 
mtd z en dz 3 I ( I ) 

= = So rs 

jp Wy alee) ea Tee || Verte tale Feat 


oe | 


and ra obee peta salt 


isl Ni 


OS toy = 1 Ne, = 1 4-2n, 3e;—= —2— 1, ke=1+7n, 


(ae (ovat oe 


(2 | dé =o, =x(i+n); 
i ga (142); 
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CXXXIV (suire). 


To 1 C4 G9 Ce =i, 
ie ds -{ dz ey 1 x( = 
Par CA eA ie | 2 
1 n 
rr dz i. dz Re I xe" 
—_|_|_ = le 5 oo =—- 5 
Dal Tie aay ty =n n ) 
CXXXV. 
ZL= (1+ 3?) (1 — h2 52). 
h2 
h>o; 3e=h? +2, 3¢e=h?—1, 3¢; = —2h? —1, (AS ae 
a 
'?h Zz 1 Ae z 
2 OE Ree re) Wal ge ee yan oad 
0 | Z| : [Vi A? | ft | YZ | | Vr+ A? | 
h 
Z = (1— 22) (t— h22?). 
t>h>o; 34=2—h?, 3€=2h2—1, 3e3 =—1—h?, k= h?, 
1 
Ved O° Gh ' rh dz 3 
ye a, = 1 = K, — = =X, 
aly i [vz ely Sie 
h 
hesN- Sey Oh? i Oe, =o — ee en i=, 
1 
h dz = obs I oO dz Ws ; 
= = Wy) — K, — — Ké 
ia eZ lg 1 |vZ| f 


S055 SOS Use, Oy SN OP, VERSO Sy 1h et Se /PE 


Ve” bes f 
yaar 8 
ho>1;  3e,1+h2, 3c, =h?—9,° 3e, =1—9h?, ere 
ee ae I 
rai 


Dans tous les cas, on suppose K = x(A2), K’ = x(1— £2), 
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CXXXVI. 


Cas ow Z est du troisiéme degré et admet une seule racine réelle 3. 


Bi -— 53 
—>Oo0; a>o 
a a 
€g = — (222 — 21 — 4&3); €2 — €3 = — (42 — 43); 
12 4 
4. 42— 33 
€, — €3 = — (31— 43); ea = 
4 3, — 33 


M = 2.+ | /s.— 24 VOPR 


ee SI dz a MEO f dz W3— 
CN 2 eV EI a may ZI a 


i} 
1 AM tpAs 
dz 1 dz W;— 04 
ie a ; ’ 
PEN Lame) aL. 2 
<3 35 
44 + 33 ; ghee 4, + &3 ; *t dz 
Raa Was et be Sa arpa le, oot we 
ee 7, VE 


oll w;, 3 sont formés au moyen de e,, e2, e3 comme dans les formules 


(CXXV), (CXXVI). 


Fig. C. 


Plan des u. Plan des z. 


[+ co] 
(72) 
(dig Oa) ee ee 4 Ww i ” 
Bs eS (ee) (72) 
(72) ‘ 
of btuyeag) Wgeri_ove [E(9%5-m)] -0 [oso 
(x2) a, {M] [@,-@3] ,- Bee k 1 (30,-w5)] 4,0 [@,-03] 
T3 
}(oy-ws)t doy - , ‘ 
{m‘] [x3] (72) (72’) 
(7%) 
@,-3, __ 15-3, -w3) 
[too] f 


Dans le plan des 2 les valeurs entre crochets correspondent au plan des w; 
dans le plan des w elles correspondent au plan des 3. 


150 CALCUL INTEGRAL. 


CXXXVII. 


Cas ou Z est du quatriéme degré et admet quatre racines réelles 


Bi > Bo > 33 '%,,. 


A>o; e¢—e;=+AL, als es amare 


A<o; €3 —@= AL, a= EAN, a eaaaen [2 


iad. ate” ine tray olga 


Dans ces formules et les suivantes (CXXVIII), m,, w3 sont formés au 
moyen de €, €2, €; comme dans les formules (CXXIII), (CXXIV). 


CXXX VIII. 


Cas out L admet deux paires de racines imaginaires conjuguées. 


3,4— 2 = 2 
—— >0, sai 70, 41+ 422334 %,; A>o. 
I I : N 
CMe Coco loam aes eS EF ere SN a: 
(1) 
Plan des u. 
(77) 
at a 
[9] (re) 
oO + 
[Xe] 
; (73) 
git Fa ai ae an are 
oy 
(74) 
-@3 ine 
[x3] 


Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan desu; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des <. 


_ 4182 — 3534+ | Var — 45) ( (3, — 2) Vz. — %,) (% 2 — 2a)| 
She Sie IL IS 

oe 1 32 — 333, =| (ay eo aes V(42— %) (42 — 43)| 
SA ata Oe tak 
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CXXXVIII (suite). 
(1) [suzte]. 


fiva= Lia Sane 


6d 2 As BAe 
Uae | dz ” 22 dz © be ee 
—= = 0, = Wy, — = 3, ad are 
-, VL 
3% 


, Vz vz eye 


Pour la détermination de /Z dans ces intégrales, voir n° 604. 


©): 
= s'+ 272(1— 2.0820) 32+ rt = (52-+272 c080+7r?)(s2—2rzcos§+72), 
T 
PSS Oy Ora Ue a. 
IC’ Gk (oe aks Te oe I 3) I 5 
J a Sp yi a ee ent 
Z > : 
0 r 
(3). 
Fig. E. 
Plan des u. Plan des <z. 
1 
eels 
5 xe [o] e 
a,- Ee 
rs!) pay eae 
+,0)|—0 
Q=-co +,0 (@,-$4s3]|| [M433] 0 Q=co 
C7 me |e [7s] 
r X2h}[W,+ Ws} 7 
("s (Coy Sods) (72') 
-~O)|+,0 
J 


Dans le plan des ¢ les valeurs entre crochets correspondent au plan des w; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 

Dans le plan des 3, on a omis, pour ne pas charger la figure, d’écrire 
p=1(2,+ 52) = 4(53+ %,), a lintersection de l’axe des quantités réelles 
et de la coupure. 
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CXXXIX. 


Cas ot Z admet deux racines réelles 3, > 5, et deux racines 


; Sy.) Bae . , SNS ks 
INAStINalres CONJUSUCES 5 ——,—— 10% 
t 
x | 54 — 33 | I Ip 
—— a ami) s=~— Q> 
| 31 — & | 24 


A 
64 = a [ (41 — 43)? — (41 + 33 — 222) (41+ 33 — 2%,)]; 


Dans les formules suivantes w,, w3 sont formés au moyen de e, é2, é3 
comme dans les formules (GXXV), (CXXVI). 


XN in] 
29 — 2,0 Bq + S10 
IN SOF M = ———» M = = 
1 io) S= 0) 


Ee (az Wee ek Wer wh 3+ 04 
OSs ile ip aa = || het f = ; ? 
V2 ey 2 6 VE 2 
lF Pee SD alg _ O3— 1, 
Paw ZA il a 


2% M 
fe dz TPS ie 3 + W4 
= {; a — ~- = ae 
FAVE ez 2 
f{ & vie oars _ O3— M4 
o VZ at VZ 2 p) 
Oa si Baad: -[- alerts ape as eS 
Ba Vz M yZ| | YZ = 
{F =i dz 3— 4 
2 VE ee iy 2 vas 
a ,_ 3, — 3,9 
Aor Mi are aa rerea! 


1 AM 


iS I: da ay az aes 3 ety; 
d. (a oa Sen ee 


aes als dz rf dz 3— 1, 
Ea A aslo ihe. al VZ| os 


. 
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CXXXIX (surrr). 


=. an dz =i dz @3 + 04 
Ree | Vz 2 


M 


ia dz es Az Wz 4" 
ae yT| ee 


4 


See 1s dz ={- dz ee Oe 
waive ey 2 2 


{4 -{ 4 “f ds 3-1 
iy 2S Daa Vz. Vz o 


} = 


CXL. 


Substitutions quadratiques dans le cas ou LZ est du troistéme degré 
et Vadmet qwune seule racine réelle, 2. 


Z = a(s— %) (4 — 42) (4 — 33) A > 0; 
(5) = o> — 2595+ 2p (51 + 3s) Gi Bg Bi Ch) (ee = G3); 
ame B— %1)(% — 23) Cee dx 

sea Vz Ga (ea) (a a3) 
Yau (x — 01) (@ — #3) (Zr) (2G) 
Vz (%— 25)? 


_m e Paes 
Ly = 201 — 21 — 23, U3 = 253 OG EST 
C1 > 52 > G, “1 > 0 > #3 
LS SRS COS —n G3 Bo C1 -- a 
Dadian tne —n Ls me ce 4 ae 


az dx 


= So aes i 
- = 5 
[Vz | | Van(a—x)(v— 23) | 
ou il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que 3 est 
dans l’intervalle ¢3...¢; ou hors de cet intervalle. 
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CXLI. 


Substitutions quadratiques dans le cas ou Lest du quatriéme degré 
et admet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires 
conjuguées. 

Z = A(s— 21) (4 — 22) (4 — 23) (4— 4,)3 31, 33 imaginaires conjuguées. 

Ay — A(2,— 43)? 


(5) = (B,-+ 34 — 3;— 33) 3% + 2. (51 33— So 34) S++ (31+ 33) So S4— (Sat Fy) 51 33- 


ye a) ae dz _ dx . 
(4 — 41) (4 — 43) VZ VAi x(a — a1) (@ — 23) 
Vv A,a(@ — #1) (a — 23) ne (2) ; 
VZ (4 — 41)? (4— 23)? 
(3). 


La 33 $3.4 Shy 
CAC DRAGS Wag S heer aap ONES eh) oat 9) 


(a — a) (% — 23) (4, — 23)” 


= (4; — 23)?@? + 2[2( 313+ 3254) — (31+ 43) (42+ %,)] & + (42— %)?, 
NO Sy Cx a5 SS 
co C1 2 a Pes 2 ae 
Gv) = 55 2C3 — 3p — 23 
LG INS > 15 i= Bin (UG, 1G Ne LE a SSE 5 IE Vey IG (Ga, 
—c i 2, Cs 2 +o || —co Z, C3; 2, CG +0 
I iy @ ws © i I Om Gan Ones j 
— —S 5 — == a s a 4 a = —— 


Lorsque 29, 3, sont imaginaires, on doit les effacer, dans ce Tableau, 
ainsi que les quantités 0 qui leur correspondent. 


S,+ 43 
(2) = 2( 2143 — Z24,) | 5 — m 
2 
By B, < 3,53 5,3, > 3,33 
= 3, +43 3, + 33 
Sees ecae = ee) + oO | momen KO) Sa + 0 
2, 2 

Der etcotete I U3 [ i xy I 

Sgn (2). = a5 ale Ese 
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CXLI (surre). 


(2) [suzte]. 


523, < 31 33, v= 1, 23> (Qe, 
et: ay tn ros)" 
525, > 3133, x31, eae 
xibLb 
Wee dz Leip dz 
—S = SSS = 1, BLOND 
) Weal Lp ; 


v1 + 


1 0 
; dz i dz 
eo ———- = 9,927038. 
ive | Yi + 2*| fo 


CXLIII. 


dz \? 
( ) = Re) = aot + hays? + bast + hays + a4; 


(1) eed iene 
83 = 21 A243 + A) a2d,— a,a4 —a3—aya}; 
a> — aya; 2a*— 3a)a,a; 2 
(2) pe= i 0 2 pe= 1 0 Ag eset Bs 
a2) Ay VA 
I ‘u—p'e a I a 
(CS) 2g — = ey, eee Cy | Be 
2 Vao P J a Vado ao 
dz I 
(4) ie —~—[2pu— ays?—2a,3 — ay); 
u Va 
I 
(5) 57 RY(4) = G05? + 2015 + ap = put p(u+y). 
4 


Dans ces formules la détermination de ya est fixée arbitrairement. 
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CXLIV. 


“dz 
(1) {amerer 


: BAB ny Crees I SOC G)), 
() ae lee OO) Nec eee 


VR(z) Es 
22 dz Le 
(3) en ICL A SO = Oil C(u+e)—{u; 
VR(s) VR(z) 
ad Baz bdz AE eee 
(4) oh +3a, | ———+3a, | — = ¢e"—a;u+2/R(z); 
VR(s) J VR(z) VR(s) 
a’ ar 
pS ay) 
(5) VR(s) 
5 
‘ Ay) (7 + 2)JSp43+ 2(27 + 3) aI p4o+ 6(7 +1) a2 p41 
43 (or+ 1a) preg) = 27 (RG); . 
im Ry (2%) = a, 2' + 4az3z3 + 6a,x? + faye t+ a; 
(6) ¢ VRi (aw) = 2? /R(z) 
- dz - ar dx 
ar R(s) VPu(@) 


Dans ces formules, 7 est un nombre quelconque; c, c’, c’, e” désignent 
des constantes arbitraires. 


CXLV. 


de Co de I 
(1) 2 = : , 5 = 2 , (CASTRO 


ss ; 2 : ; 2 5 
O08» 1267 — £9 083 wien > 


ie C0 A) 2 EG ORE See ea 
= oe oye 


es 12k2k'2(e,— e3)2 16 G 
(ais [eee ie nee 
023 a 2k? k'2(e, — e3)3 <“ 8 e g (eran) k 
dw 2 0 
32G s = 983Na — 3 82 Ma, ee eee ae 
(3) ae 
, OW - yO) 
32.4 Ie << = 9834 — 6 Sono, 64 ¢ 5 = g2W_,— 18 23 qa: 
§3 53 
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CXLV (SUITE). 


oh ? I dK I I 


= K — al U 
dz ce DT ae) oe dx 2(1— x) im 2x(— — ayer 
dt : I dt’ 1 l 
(4 pe K EK, on laa fi 
\4) dz. ax |) OK dx 2(1—%) 2({1—~) 
Ogee ARC) eee ae 
dz 2 2%(1— x) 


Dans les formules (4-5), K désigne la fonction x(x) de la variable x. 


a = (2% ies +iK=o, xe— 1) Se er ee Er ee 
(5) We a aaa 
Se) de ie) Ge ZE=0, x(i—x) SEs as Srp LE'=0 
"3g" aa aod es 
RED 3G eT as ie ee ag ip 


MIU FS + 2he(7 J—t)—-A=0; 


Ba Oye 08 1 
a \ 6 


a” igh 


O24 : ON 
| 144] (J = opie) en ope hee 


: 0c 
1447 (7 =F Fay ate 24(197 — 10) PY + 169¢ =o. 


CXLVI. 


Os 2 ' 1 3) < 9 ° 
164, i ea ie 4 8pUue—[7e2t+15 G3] o29, 


€ 


Os ie oe ibe 
16G HF 3 Fat 5 Ua — —[eo2u + 4 Ca] 83%, 


16G —* =3 g2ca—$ sucat [Feat 5 G2U?| S20; 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


Ge 
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CXLVI (suite). 


&2Upt gilt i8eslp+op' ss — 3 eresu, 


64G — =18e;up—18e36 —12g2Cp — 6gep'+ e3u; 
3 


C7) ! 2 
649 P= (g,u—18 236) p'+6 £283 +283 p — 3683p, 


| O82 
> 0 ! 9 2 
| 64 § ae = (12826 — 18 g3u) p+ 24 Sap? — 3683p — 4835 
eo: 
oF : 
32G Fe a leeiu—98s0] ba — [282 —963(ea+ P)] bow 
0 i 
32K oe =[—983u+ 682C] ba + [983 — 682(€at P)] boa; 
6 
0 ; A 
| 399 a = Leedu — 900] tay + [Ed — 980(eu + pI) ba 
o€ ; 
| 324 sar =[— 9834+ 6 $20] bo +[— 983+ 682(ea + P)] a0; 
0 
32.4 == =[283u—9836] §a, + 983(e, — eg) EB, 
ce By y ¢ 
329 083 =[—983u+ 6820] ba, + 682(ep — ey) Spy; 
: 5 OSUCU) ; Ou : 
2x(1— x) Se [wz (K)— SUE | on u, 
‘ Ux OED (U) rie 0) u ; 
2%(1— x) ay = [uz(K)- Be cn'u, 
‘ Odn(w) _ ee Hu aes 
2%(1—%x) pS [2 (K)— Fs dn'u; 
CEN es 5) [wZ'(K) Z'(w) —zcn?uZ(u)+xsnucnudnu]. 


on ax(I— 
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NOTE. 


Détermination de la fonction inverse de pu au moyen 
des formules CXXVIII et CXXIX. 


Reprenons toutes les notations et conventions du Tableau (CXXVIII), sauf 
F , oh aes —=> ii +. [> 
celles qui concernent la détermination de /1 — 32, ; log(z)-+iVi— 22), 
que, dans cette Note, nous fixerons comme il suit : 


Dans le plan de la variable z), du point 0 comme centre, avec un rayon 


égal a ——> décrivons un cercle, et pratiquons a l’intérieur de ce cercle 


| Bo | 
deux coupures allant respectivement des points + 1, — 1 aux points 
I T Hei ot Tey 
—— , ———. Dans l’aire intérieure au cercle modifiée par ces coupures, 
| Bo | | Bol 
regardons la fonction 1— 32 comme ayant sa partie réelle positive, et 


reel ‘ 5 eg . 
Ja fonction = log (zy + ¢yV1— <2) comme ayant sa partie réelle comprise 
l 


entre — x et 7m. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords 
des coupures, sont données par le Tableau suivant, ot les radicaux et les 
logarithmes sont réels et positifs : 


Coupure de gauche. 


Bord supérieur... + i223 —I, Tee tlog(— Sy + V33 aa 1); 


Bord inférieur.... —i/z? —1, nt log(— zy. + 242 —1)- 
Coupure de droite. 


Bord supérieur... — iy? —1, —ilog( z+ V2? —1), 


Bord inférieur.... + 72722 —1, + ilog (zy + (23 — t). 


sel — 
Pour Zp réel, compris entre —1 et + 1, la fonction = log (zo-+ iV1—3?) 


coincide avec la fonction arc cosz définie comme étant comprise entre o 
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et x. Dans l’aire du cercle, modifiée par les coupures, cette fonction est 
holomorphe, ainsi que la fonction 


Vi 22 
et que la fonction 
2X( Bs) log( zoey tae 32 ) 2 V1— 23 Sy 
. Tot ae T =, 5) 
to Vey —e3 (1 + 7)? eV ei—e5(1 Gee sya)e 


a 


puisque So est une série entiére en Zz), convergente dans le cercle et sur 
sa circonférence. Nous désignerons par F(z) le second membre de cette 
formule, ou il est bien entendu que y1— <3 et log(z)+ t¥1— 22) ont 
le sens qui vient d’étre précisé, Si on regarde alors zo comme la fonction 
de p qui a été spécifiée dans le Tableau (CXXVIII), vw = F(z) devient une 
fonction de p que nous désignerons par apy, en posant p = y; cette fonc- 
tion est parfaitement déterminée pourvu que la partie réelle de If, ne soit 
pas nulle, et l’on a identiquement p(upy) = yv 
Les trois équations concordantes 


se Il 
= ae Gosh? Y=pu, vw=F(%) 


établissent une correspondance entre les trois variables zy), y(ou P), Zo, 
correspondance qu’il est aisé d’approfondir dans les quatre cas du Ta- 
bleau (CXXIX) (ye, 73 réels). Dans le premier de ces cas, la fonction apy 
coincide avec la fonction argpy définie au n° 591; il aurait été facile d’é- 
tablir la coincidence entre les fonctions apy et argpy (n° 594) dans le 
troisiéme cas. 

Quoi qu’il en soit, dans les quatre cas du Tableau (CXXIX), par les for- 
mules précédentes, au cercle et aux coupures du plan des Zp) correspondent, 
dans le plan des y, un systéme de coupures rectilignes ou circulaires qui 
passent par les points €, ¢2, ¢3 et, dans le plan des w, le contour d'un rec- 
tangle égal en surface a la moitié d’un parallélogramme des périodes et 
symétrique tantot par rapporta l’axe des quantités réelles, tantot par rapport 
a l’axe des quantités purement imaginaires. Sur le contour de ce rectangle 
se trouve le point 0 qui correspond au point 1 du plan des Zp et au point x 
du plan des vy. Aux points intérieurs de ce rectangle correspondent d’une 
facon univoque les points du plan des y non situés sur les coupures et les 
points du plan des Z 9 qui sont intérieurs au cercle sans étre situés sur les 
coupures. Quand le plan y comporte des coupures circulaires, elles sont 
situées sur le cercle de centre ¢, qui passe par les points ¢, 3. 

Les figures schématiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre 
cas, cette COnnesponua boc: Pour plus de clarté on a séparé les bords des 
coupures et l’on a entouré les points critiques d’ares de cercle infiniment 
petits gue l’on regardera comme continuant les bords des coupures. Dans 
le plan des 3), au cercle infiniment petit décrit du point 1 comme centre, 
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correspondent approximativement dans le plan des w un demi-cercle infi- 
niment petit décrit du point o comme centre, et, dans le plan des y, un 
cercle de rayon infiniment grand, que l’on regardera comme embrassant 
tout le plan et dont on n’a figuré que l’amorce, vers + ©, ou — ©, suivant 
les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des 
aires simplement connexes qui se correspondent point par point et ou les 
fonctions F(z), apy, pu sont respectivement holomorphes. Une fléche 
indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point 1, 
== ©, 0, suivant qu'il se meut dans le plan des z, des y, ou des w, pour 
suivre dans le sens direct le contour qui limite l’aire considérée sans ja- 
mais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se cor- 
respondent. On n’aura dés lors aucune peine a distinguer la correspon- 
dance entre les bords supérieurs et inférieurs, extérieurs ou intérieurs, 
des diverses coupures des plans des zy) ou des y et des diverses portions 
du contour du rectangle du plan des w. Au reste, sauf pour le point 1 du 
plan des z), on a employé, pour désigner les points remarquables de la 
figure relative 4 ce plan, les mémes lettres, placées entre parenthéses, que 
pour le plan correspondant du plan des vy; on a répété ces mémes lettres 
placées entre crochets, a cdté des points correspondants du plan des wu. 


T. et M.— IV. II 
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(1) G0; > 02% > es; ~~ 2 0, Ya 20. 
[Voir CXXIII et CXXVIII, cas 1.] 
Plan des tu. 
is5) -@,+W 
* (Tea) (E2] : 
Plan des %). Plan des y. 
a 


=O," [Es] Ea eat 
U=o,E+0,0; (PN Te 
I I 
(eo) ) =; Cig) = 35 al Saas 


i i} 


’ est de signe contraire aux coefficients de z dans y et dans 3). A deux 
points y dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points Zo, 
ou deux points w, symétriques par rapport aux axes des quantités réelles. 
Au cercle du plan des y décrit de ¢; comme centre avec un rayon £’(¢,; — ¢3), 
cercle par rapport auquel les deux points ¢ et ¢s sont symétriques (n° 559), 

wee : : z 
correspondent dans le plan des z, le diamétre qur va du point — 3 au 
t : W| . OF 
oe et, dans le plan des uw, le segment qui va de —+ w; a — — ws, 

5 2 


point 


Au segment indéfini du plan des y qui va de ¢,; 4 + x correspondent, dans 
le plan des z, le segment qui va de (<,;) 4 +1, et, dans le plan des uw, le 
segment qui ya de 0 a a. 
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(2) G> 0; & > £220 > 3} Vo On eV ars 0% 
[Voir CXXIV et CXXVIII, cas V.] 
Plan des 4). Plan des y. 
\ 
ot | 
&3 be a 
i I 
(ej — 5 (Cc) = —} & = — I 
oo eee eee temas 
Plan des u. 
oO 
-W;. 5 @, 
EN oe . 
ed [Ea] (ea) | 
Paros - 03 ON 
UW =), W501 5 SN aly OR Site 


ta le signe du coefficient dev dans y et le signe contraire au coefficient 
de ¢ dans z). A deux points y dont les affixes sont conjuguées corres- 
pondent deux points Zo d’affixes conjuguées et deux points u symétriques 
par rapport a l’axe des quantités purement imaginaires. Au cercle du plan 
des y décrit de ¢; comme centre et par rapport auquel les deux points ¢, 
é, sont symétriques, correspond, dans le plan des 4% , le diamétre qui va 
du point ~ au point — J et, dans le plan des w, le segment qui va de 


Bo Bo 


W3 . wo Sie ee ‘ 
oy a Oye Au segment indéfini du plan des y qui va de —x 
D. 2, 


a ¢3 correspond, dans le plan des Zo, le segment qui va de £ a (¢3), et, dans 
Je plan des w, le segment qui va de 0 a — w3. 
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(3) G <0; 1320. 


[Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV. ] 


Plan des 4y. Plan des y. 
eee 
Cr) =o) CS ay =>} |_____) 
N (E2) 1 Hee \ Ey 
Nw 168 és 
ea eae &,— &3 
Ee anrie Hs “4 2tsin wy 
4 
(m') = cot 7 LF ath 
\ 
(4) = dot 7 (e,) = — Loot 7 
Plan des u. 
5 (W3- On) Ws Flu. + 33) 
[my py [al 
fe) 
Oo») [E2}G Wyre 
3 (W1- Ws) w pg +3 4 ) 
i 
U= (H+) E+ 5 (W— oj); 0<t<1, —1<e'<1. 


t est de signe contraire aux coefficients dez dans y et dans 3). A deux 
points y dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points <p» 
ou deux points wu symétriques par rapport aux axes des quantités réelles. 
A deux points y de méme affixe, mais situés sur les deux bords d’une cou- 
pure circulaire allant de ma ¢, ou a ¢3, correspondent deux points Zp sy- 
métriques par rapport a l’axe des quantités purement imaginaires et deux 
points w symétriques par rapport a w,; ou a ws. A la partie non figurée du 
cercle du plan des y, de centre ¢,, qui va de ¢; a ¢3, correspond, dans le 
plan des Zo, le diamétre qui va de (¢,) a (¢3), et, dans le plan des w, le 
segment qui va de w, a w3. Au segment indéfini du plan des y, qui va de 
2 a +o, correspond, dans le plan des 4%, le segment qui va de (<,)a 1, 
et, dans le plan des uw, le segment qui va de w, + 3 a 0. 
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(4) G0, Yn=0. 
[Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV.] 


Plan des 4). Plan des y. 


; © €, — & 
8, = 7 tang |» iOS ee 
4 2tsin© 
© © 
(m) = cot +, (m,) =—cot +, 
h 4 
3 $<) A <a) 
(¢,) = —tcot ;> (Es) = cot =, (ey) uae 
4 4 
Plan des u. 
— Z(@s+ Bo) ° 3(W:+4) 
pry <— yr} 
{ 
-W3> [Es] [EJ , 
(lena Ee) my 
3 (W733) WW, FSW 1-W) 
I < t 
U= > (HW, + 03) f+ (, — 03) 05 Res Coe Vy O) er bee T 


t est de méme signe que le coefficient de z dans y et de signe contraire 
au coefficient de z dans z). A deux points y, d’affixes conjuguées, corres- 
pondent deux points Z) symétriques par rapport a l’axe des quantités 
réelles et deux points w symétriques par rapport a l’une des quantités pu- 
rement imaginaires. A deux points y de méme affixe, mais situés sur les 
bords opposés de la coupure circulaire allant de m a 2, ou a ¢3, corres- 
pondent deux points Z) symétriques par rapport a l’axe des quantités pu- 
rement imaginaires et deux points w symétriques par rapport a, ou 
a —w 3. A la partie non figurée du cercle décrit de ¢2 comme centre dans 
le plan des y, allant de <; 43, correspond, dans le plan des Zo, le diamétre 
qui va de (e,) a (¢3), et, dans le plan des wu, le segment qui va de o, 
a —ws3. Au segment elena! du plan des y qui va de —« a é9 corres- 
pond, dans le plan des zo, le segment qui va de 1 a (2), et, dans le plan 
des u, le segment qui va de 0 a w, — 3. 
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Le lecteur trouvera dans le texte, au Chapitre IX, tout ce qu'il faut pour 
établir ces divers résultats qu’on a cru pouvoir ici se contenter d’énoncer. 


Il observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction (473 — gory — &3 
assujetlie a étre positive pour un point d’affixe trés grande et supposée, 
s'il y a une telle coupure, sur le bord supérieur de la coupure recti- 
ligne qui va vers + «, est holomorphe dans le plan des y limité par les 
coupures indiquées. Dans ces conditions on a, en deux points correspon- 
dants, 


pu=—V4¥— B29 — 83, 


et, en supposant que le chemin d’intégration ne traverse aucune coupure, 


Y1 dy 
apyi—apyo= fi = . 
yy —V4Y> — 829 — &3 


PREMIERES APPLICATIONS 
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 


PREMIERES APPLICATIONS A LA GEOMETRIE 
ET A LA MECANIQUE. 


§ I. — Longueur d’un arc d’ellipse. 


647. Soient a et b les demi-axes de l’ellipse; supposons a> b. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de l’ellipse, l'une des 
extrémités de son petit axe et nous orienterons l’ellipse a partir 
de cette extrémité dans un sens déterminé arbitrairement choisi. 
Si Pon met les équations de l’ellipse sous la forme 


Li Gn, SOO, 


en se réservant de choisir convenablement le module 4, et si l’on 
fait varier le paramétre w de o a K, on obtient la longueur 7 du 
quart de lellipse. Soit s la longueur de l’are de Vellipse corres- 
pondant a une valeur de w comprise entre o et K; si l’on désigne 
par ds la différentielle de cet arc, les formules (LX VII), (LXIX) 
donnent la relation 


= hx 


a 
ds? = (a?cn2udn2u + b?sn?udn? u) du? = a? dn?u (:- 


2 


sn? u) du, 


que l’on peut écrire, en prenant pour le module & Pexcentricité 
de l’ellipse, 
ds? = a® dn2u(1— k? sn?u) du? = a? dn*u du?; 
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on a donc 


rat AAK 
s= af dn2u du, Ve AC [ dn2u du. 
0 Jo 


La valeur de la derniére intégrale se lit immédiatement sur la for- 
mule (CII; ); on a donc 
= 13), 


a 


La valeur de s résulte, dans tous les cas, de la formule (CXV, ), 
d’aprés laquelle 


rprll ral u 1 Ou 
2 = — k2 2 == — k?| — Z'( Sar areal 
i dn udu= f (1— A? sn?u)du = u—h E Z(0) k2 = | ; 
0 a0) 


on en déduit immédiatement, en tenant compte de Ja formule 


(LXXIX,), la relation 
~ =u[t—Z'(0)]+Z(u), 


que l’on peut aussi écrire (CII, |; ) 


BS : 
a 
a (uw) 

C’est ce probléme de la rectification d'un are d’ellipse quia servi 
de point de départ aux recherches de Legendre sur les fonctions 
elliptiques; le nom méme de fonctions elliptiques, d’abord em- 
ployé pour désigner les intégrales elliptiques, en Ure son origine. 


648. Pour effectuer un calcul numérique déterminé on prendra 


a? + b B a — 252 2 9 q2 
ey; = SS AS eS 
: 3at 3 3 a2 : 3a? 
f. 2 eg — 63 : : ; , a— b 
de fagon que A? = ae ON bien égal a =z 3 On aura alors 
i123 4 
(LXXI,, CII, ), 
1+ k? N11 E 
K=wo Th (@))) = Se ye 
ze oO) 3 WO; Ke 


et lexpression de s pourra étre mise sous la forme (CII,), 


(LXXVIII,), 


s 
a 


cr u 
w ————- 
a?+ b? ; I A 
— u( + uh { is 


3a? 4 
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaux (CXXIIL) ou 
(CXXIV), suivant que a? est plus grand ou plus petit que 262. 
Pour k? petit, on a, en négligeant ‘4, 


Ss I Tete : 
SS SS fll SSO |) 
a 2 2 


§ II. — Longueur d’un arc de lemniscate. 


649. L’équation de la lemniscate rapportée a son point double 
comme péle et a son axe comme axe polaire est, comme on sait, 


r2 = a2 cos28; 


on en déduit immédiatement pour la longueur ds de l’arc élémen- 
taire de cette courbe, la relation 


d(? a? dy? 
Obs? == Ch P= PACE = GP —— ae 
I— 2 sin20 2 1—1sin?v 
en posant 
r=acosy, V2 sin0 = sind, 


Convenons de prendre tous les radicaux avec leur détermination 
arithmétique; convenons aussi de prendre s=o et Y)=o pour 
§ =o; onaalors pour la longueur / du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d’un are quelconque de la lemniscate plus 
petit que Z, compté a parur de !’extrémité de son axe, les formules 


us aol 
a f2 dy a iP dy 
———s = 9 a == 
V2 A Vi—isin?h V2 i Vi — sin? 


ona, deméme, pour la longueur /—s d'un arc quelconque plus 


petit que 7 et compté a partir du point double, les formules 


tar Z 1 Ad 
l—s=a Z =a [ ee a RR : 
— = a — y) 
NaN res 0 —Vipi—4e 
ot lon a posé 
a I I 
r-— cos?u  cos20 


De ces formules on déduit, pour 


— 7 — noel 
Oui pS a et eS i ya Ke=t, 
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les relations 

4 = am 1 Vis sin = sn ~/25 » PSO -/3s O=/p . 
ae a } a a } . a 


§ III. — Aire de l’ellipsoide. 


1 
i) 


C0 Ce 0; 


=I, 


650. Soit 
iE hak iD 


a 
3 

fs 
Sle 


a 
l’équation de lellipsoide rapportée a ses axes. Groupons les points 
de la surface ou la normale fait un méme angle avec l’axe des =z; 


al cet effet, posons 
V +p?+g?= | Wie cecal teas ee ee eae v5 
[ P qd — 5 ay — 3 


on voit immédiatement que tous les points envisagés se projettent 
orthogonalement, sur le plan des zy, suivant une ellipse de demi- 


axes, 
c2 
9? —I-+ —— (ge Tt 


L’aire intérieure a cette ellipse est égale a 
Taba, 


ot l’on a posé, pour abréger, 


A= 5 
: Co < GaN 
(/ (01+ =) (« i 3) 


donc aire de l’'anneau elliptique compris entre les deux ellipses 


qui correspondent a ¢ et a » + dp, est égale a 


tab a dy; 


Vaire de la partie de la surface du demi-ellipsoide qui se projette 


orthogonalement sur Je plan des wy suivant cet anneau est, par 


suite, égale a 
d 

by — ade; 

Taby dp; 
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done enfin l’aire S du demi-ellipsoide est égale a 


Si ab 9 — dy, 
(ai § 
651. Pour effectuer l’intégration, posons 
% = bo(u); 


alors a la limite » =o correspond la valeur w = 0; nous spéci- 
fierons tout a ’heure la valeur uw, qui correspond a la limite d’in- 
tégration ¢ =1. Si nous choisissons e), @y, ey de facon que l’on ait 


C2 ee 
ree ee len: og? aC he Nas pa 


Ousdevrs prendre (=r. 2, N==\3 “pour avoir ¢, > es > eq: 
Dans ces conditions, on aura 


Cc 2c? ce c? 
300 — D CN Cot 
b2 a b2 a 
r2, 2 2 
c NG c 
3é=1+ pe” De aes eee 
2 n2 2 
ee One ee eae OR A eee 
: a b2 a 


Quand wu varie de 0 4 4, §39(u) varie de +a a \/e,— 6, 1 
on prendra pour uw, la valeur de uw comprise entre 0 et 1 pour la- 


quelle on a 


Cz OF 2c? 


Li 
pu, — e3=—), UNL ame a era ae: od che ea Bd Puy= ab” 


valeur pour laquelle » = §3(w) est effectivement égal 4+1. 
On a d’ailleurs 
fo Guaro— paar; 
dy 


en faisant dans l’intégrale indéfinie f Ade la substitution 


¢ = §3)(w), on trouve de suite 


A [E39(u) — 1] E01(%) &o2(u), dv = — &19(U) Ea0(u), 


| 


ye dv = [ (es +1—pu)du=(es+ 1)u-+ Cu-+ const. 
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On aura donc 
yo 
da. 0 
i eo —— dv =[(E2, (uw) — 1) bo1(%) So2(%) Sa0( 4) —egu —u—Cu], ; 
Cig de ; 


la quantité entre crochets est une fonction impaire de w; si l’on dé- 
veloppe suivant les puissances ascendantes de w, on reconnait de 


. T . . . 
suite que les termes en > disparaissent, en sorte que cette fonction 
l 
r2 4 P 
est nulle pour w= 0; d’autre part, §5,(u,) ou pu, — és est égal 
41; on a donc finalement 


S=rab[upum+ Cu]. 


§ IV. — Pendule simple. 


652. Considérons un point pesant, de masse égale a 1, assujetti 
a se mouyoir sur un cercle de centre O, de rayon /, situé dans un 
plan vertical. Si l’on rapporte, 4 un instant quelconque ¢, la posi- 
tion de ce point a deux axes Ox, Os, dont le premier est hori- 
zontal dans le plan du cercle, le second dirigé suivant la nadirale, 
on aimmeédiatement les relations 


: ; dx? + dz 
T= B= 12, Vie ete SS DBS a= I, 
dont la seconde exprime l’intégrale des forces vives; Vv désigne la 
vitesse du mobile a linstant ¢, g VPaccélération de la pesanteur 
et A la constante des forces vives. On en déduit sans peine que 


s vérifie l’équation différentielle 
dz\? 
Phy | ees = ofa 223+ 
l (=) (= Py sai, 


ott les racines du second membre sont en évidence. En affectant 
de Pindice o les valeurs des variables a l’époque ¢ = 0, ona 


: h : : ne 
La racine a du second membre de l’équation différentielle, 
5 


toujours inférieure 4/7, peut étre comprise entre / et — / ou étre 
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plus petite que —/; puisque 2g3)-+ h est positif, 3, dans le pre- 


: : h 
mier cas, oscille entre 7 et — —: le mouvement est alors, comme 

. 2@ 
on sail, oscillatoire; dans le second cas, 3 est compris entre / et 
—/:le mouvement est éournant. Nous excluons le cas ot, A étant 
égal a 9 gl, Vintégration peut s’effectuer par les fonctions élémen- 
taires; dans les autres cas, s peut toujours atteindre la valeur J, 
et nous conviendrons de prendre l’origine du temps a un instant 


ou 3 est égal a J. 


653. Pour ramener l’équation différentielle 4 la forme normale 
nous ferons la substitution 


elle prend alors la forme 


(Gy = seed ene 


les racines e,, €3, @3, supposées telles que l’on ait e, > e, > e;, 
ay, h , 
correspondent aux quantités — /, — —, / rangées par ordre de 
oF 


grandeur croissante, puisque z et Z varienten sens contraire; dans 
tous les cas ¢ correspond donc a e;. L’intégrale de l’équation dif- 


férentielle est 
Yh p(t ate 1S 


en désignant par A la constante d’intégration; pour ¢=o0, z doit 
étre égal a J et za e;; d doit donc étre congru aw ;, modulis 20, 
2 3; rien n’empéche de supposer A = w;, ce que nous ferons dé- 
sormais, 

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 


1° Mouvement oscillatotre. — On suppose 
I 
ray earn eae 
28 
on a alors 


igi Zl Stee LON Wp 7) 
a= (1 a Co TR’ é3 => lit ae)> k = yi pe ) 


puis, en se rappelant que Z est égal 8 p(¢-+- ), en utilisant les 
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faa 


formules (LIX), (LX), (LEXI) et en posant pour abréger u= y/ ’ 


\ 


20? al h 2 2 2 
t—z= —[p(t+o;)—e3|]= 5 paren t=a2lk? sn2u, 
g [p¢ 3) 3 | I 22 03 

142 = —22 [p(t-+w,)— er] = 2088, ¢ = al datu, 
5 
9 (2 h 
s+ = 72 [pet os) = (0455) 5 8 = OUI? ON, 
25 & mS, 


v= VP— w= Vogl + hbosttost = 2lksnu dnu, 


vw=2g2+h=4k* glcn?u, v=2kVelenu; 


pour déterminer le signe de la valeur de «, on a fixé le sens des x 
posilifs de facon que V, soit positif; k est la racine carrée posi- 
tive de k?. 

Si Von désigne par § l’angle que la tige du pendule fait avec la 
nadirale, en sorte que x soit égal 4 Zsin§ et z a /cosQ, les for- 
mules précédentes fournissent immédiatement celles-ci : 


ot 6 |g 
sin- =ksnu, cos = ="dn wu, ae — 
2 2 l 


sur lesquelles le caractére oscillatoire et les propriétés de symétrie 
du mouvement se lisent si facilement qu’il nous parait inutile d’y 
insister; notons seulement que les positions les plus basses du 


mobile (s = ¢) correspondent aux instants 
a is 
t= anKk(/ 
Ss 
one h 
que les positions les plus hautes (z= — 5] correspondent aux 
instants 


tana Ky/<, 


en désignant par 7 un nombre entier, que la‘durée d'une oscilla- 
tion complete est 


(Wiss OK vee 
fo} 


que langle entre la nadirale et la lige du pendule dans sa position 
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la plus haute n’est autre que la valeur x de 9 pour w= K; ona 
done (LXXII) 


4 o4 ies 
sin — = k, cos=—k, 
2 2 


Pour les applications numériques on utiliserales formules (CX XIII) 
ou (CXXIV) suivant que / est négatif ou positif. Si h est trés 
voisin de —22/ ou de + 2gl, on pourra se servir des formules 


(OXXII)4) ow (CXXI1),): 


2° Mouvement tournant. — On suppose 
hi 
on a alors 
em _£é h g h I I h ‘ 
asd a= (lsc) - -§ (0 55)? ke il? ae 


21? Sg h 
L=2= — [p(-+ ws) — 09] = 4 (t+ 5) Bae = alent, 
8 2 § 
z 20? ap) 2 
l+s.=— = [ p(é-+ m3) — €2] = 2167,¢ = 20 en? wu, 
h a? ; 1a \eoe ol 
OT eee iz [p+ oy) — es] = (1455) ye dnt, 
2 —- 
GG == ESV CONG: Ly Veldnu, 
pte 6 § 
sin —- = snu, COSt=a—= CULL, § = 2amu. 
2 2 


Le caractére tournant et les propriétés de symétrie du mouvement 
se lisent immédiatement sur ces formules; la durée d’une révolu- 
tion complete est donnée par la formule 


i ve : 
ie bee = ) = 2K. 
Vee n= 
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§ V. — Pendule sphérique. 


654. Soient c =rcos, y=rsin§, z les coordonnées d’un 
point pesant assujetti a se mouyoir sur une sphere de rayon ¢ dont 
le centre est 4 l’origine des coordonnées; l’axe des z est dirigé sui- 
vant la nadirale. Soient v la vitesse du mobile, g l’accélération de 
la pesanteur, G et / les constantes des aires et des forces vives; 
les intégrales des aires et des forces vives 
PAs , a+r? di? + dz? 


—=C Ve =222--h 
dt : / dt? 5 


r 


et l’équation de la sphére 7? + z? = /? fournissent immédiatement 


la relation 

dz? 
22 re (2g3 +h) (2— 3*)—c 

dont nous désignerons, pour abréger, le second membre par 9(3). 
Convenons d’affecter de l’indice o les valeurs des variables pour 
¢ =o. Excluons le cas ot ¢ serait nul, le mouvement étant alors 
le méme que celui d’un pendule simple, et le cas o& 9(Z)) étant 
nul, Zo serait racine double de o(z), le mobile décrivant alors d’un 
mouvement uniforme le paralléle sur lequel il se trouve d’abord. 
Dans le cas général ot nous nous placons, ¢(%,) est posiuf ou 
nul et, sil est nul, o() est positif pour des valeurs de ¢ un peu 
plus grandes que 0; la substitution dans 9(z), ala place de z, des 
nombres — o, —/, 39, /, +-co montre ainsi |’existence de trois 


racines réelles a, 6, c placées comme l’indiquent les inégalités 
ESS ay SS == ES, 
Pune des racines a, b pouvant étre égale a sy. De Videntité 
(2gs3+h)(P— s?)—C? =—2¢(s—a)(s—b)(s—c) 
on déduit d’ailleurs les relations 


h hi? — 
a+bAa-c=— —, ab be + ca = — 2, WYO = — 6 
25 Dee 


Comme a et b sont compris entre —/ et + J, l’expression 
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— ab — /?, donc aussi (a + b)c, est négative, en sorte que, c étant 
négatif, on doit avoir (') 


a+b>o, a OF 


655. Dans l’équation différentielle que vérifie z, faisons la sub- 
stitution 


I 
Z+5(a+b+c), 
re) 


de maniére a obtenir une équation différentielle de la forme 


adi, 
= ) = 42° — 822 — 83 = A(z — €1)(Z— 2) (2 — €3), 
dt | 

les racines €,, @2, €3, supposées telles que l’on ait e, >e, > es, 
correspondent respectivement ac, b, a, puisque z et Z varient en 


sens contraire, et l’on a 


“=a, (2 +b Se), €.—@3= =a (a b), 
ts Les: , 
Ge 2 aRC), Ci ie ao) 
eed a es : 
C3 yrs (a ee Oe), Caw Coe NO ae) 


L’intégrale générale de l’équation différentielle est 
Z=p(t+A), 


 étant une constante arbitraire. En prenant, pour origine du 


temps, l’un des instants ott le mobile est sur le paralléle z= a, 
ona 


© * 
eb ey 
g 3 


on en déduit que p(A) est égal a e;; A devra donc étre congru a ws; 
(modulis 2,, 23); nous prendrons } = 3. La solution de I’é- 


quation différentielle en z est 


Tsp \(b 1-103) 


(1) Voir pour la discussion, le Traité de Mecanique de M. Appell, t. I, p. 485. 
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656. Avant d’aller plus loin, il convient de faire quelques ob- 
servations concernant les données. Si, outre get /, on regarde 2, 
ou a comme une donnée, les deux constantes h et C ne sont plus 
indépendantes et l’on doit supposer C? égal a rj vj, c’est-a-dire a 
r(2ga+h), dou 

p= oe eee 1A; 
12 — q@? oe 
sous le hénéfice de cette supposition, ]’équation ¢(z) =o admet 
Ja racine a; en la débarrassant de cette racine, on trouve, pour 
Péquation que doivent vérifier 6, c, ’équation 


2 


Ge 
5? — 1224. (3 + a) ——.— ~~ = 0 
; : 28(P —a?) 
nt on apercoit de suite que les racines sont réelles Sparées 
dont percoit d te que | tréelles et séparée 
par le nombre — a; mais a devant étre, par hypothése, la plus 
grande racine de 9(3), on doit avoir 


aye 


le cas limite ou C? serait égal a ae correspondrait au cas limite 


ou @ serait une racine double. La quantité Cc, que l’on peut évi- 
demment supposer positive, peut prendre toutes les valeurs de 


r? (/é a + 2%; toutes les constantes du probléme dépendent alors 


de c. Une discussion élémentaire montre facilement que C augmen- 


ie 4 (2 
, eit : Cs eae 
lant de Vs a-+o, 6 décroit de a a —a etc de — ee 
DATO 
P a— i i s PAS INOE Je 
— co: k? = croit de zéro jusqu’au maximum vr} + 4a? —7o 


ap oP ae ee 
hy Se WEE Sh 


4 


e 2 2e(l*— a+) . P eae a eee 
qu il atteint pour ¢C = Mierserra tives décroit jJusqua zero; 


— 
i 


K et g varient dans le méme sens que k?, K de - i~etq deo ao; 
K’ varie dans le sens contraire de + 0a +o. Le sens de la va- 


riation de 


Vea, g(a—6) 


avec Cn’apparait pas immédiatement; mais ilest clair que lorsque c 
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V2 (2 — as y F 
ge ean w, décroit et tend vers o quand 


a dépassé la valeur \/ 


a 
c augmente indéfiniment; au reste il est aisé de trouver des li- 
mites supérieures de w, en se servant par exemple de la relation 


wT a = i 
K< a (n° 338); on trouve ainsi 


2W, V2 204 DEG I 


< : 
dagr3y+ bers Vero 
Lorsque Kk? est trés petit, c’est-a-dire lorsque C est trés voisin de 


ie (/£, ou trés grand, on peut se servir des formules (CXXII). 
a 


657. On peut écrire aussi 


- ie 92 (e; — 3) (€x — @3) = (a b) sn2(2Ke), 
& pt —e3 
j 21 pi—e ; P 
Peay ee ee ee = 1 — b 2(9 Ke 
b e (€2 — €3) eee (a )en2(2 Ke), 
gt ye (a —c) dn2(2K 
a = c = ol — ma (\D ) 
c i (€;— @3 ere 9), 


, , t ee ‘ 
ou l’on a posé » = Sak Les valeurs ainsi trouvées pour 3 sont 
; 


réelles, quand ¢ varie de —« a+. Quand le point ¢ parcourt 
dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont 0, w,, 
W, + 3, 3, On sait que pé varie en diminuant constamment de 
+ «© a4 —o; on conclut de 1a et des formules précédentes que s 
va en diminuant constamment de a(¢=0)a b(t=.,), puis a 
c(t =, +43), puls a — 0(¢ = 5); 1a il passe brusquement de 
—o a + oet revient, pour ¢=o, a la valeura. Les mémes ré- 
sultats peuvent d’ailleurs se hire sur la seule formule 


(2 
jE — Q = — [p(t t W3 ) é3 |, 


en suivant le chemin que parcourt le point ¢-+ 3, ou le point 
¢— ws 3 qui fournit pour ¢ la méme valeur; dans ces conditions 
p(t + 3) va constamment en augmentant, en passant toutefois 
de +0 a —o quand ¢ atteint la valeur ws. I] suit de la que s at- 
teint les valeurs — J, + J pour deux points ¢2, ¢, situés le premier 
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entre w, el w, + 3, le second entre w; et w,; on a, en ces deux 


points t,, Zo, 


2 = Ore, 
ike) ort (bgt e aes een, 
g 12 02 
20 —h 6 el 
(+az= se [p(tz-+ w3) — es |, p(t+ 03) = 
fo) 


658. Ces valeurs ¢,, ¢: vont intervenir dans le calcul de 9, et il 
importe de donner le moyen de les calculer avec précision. Obser- 


vons que l’on a, quel que soit ¢, 


hapa eey : 


dl ey, 


p' (t+ 3), 


<6 
I 
| 


o 


et que 9(z) se réduit 4 — C? quand on suppose ¢ égal a ¢, ou a ¢g; 
on a donc, pour ces valeurs de ¢, 


dailleurs quand ¢ décrit le segment w,...0, + 03, p(t +3) va 
en augmentant; si donc on pose pour un instant t= ,-+ @A, la 
dérivée, par rapport a la variable (réelle) 4, de la fonction (réelle) 
p(,-+ 3+ Az) sera positive pour les valeurs de 4 comprises 


W3 
entre 0 el —; on aura donc 


tp'(tg + 3) > 0 


et, par suite 
»?p ) 


; ig ( 
p'(t2 + w3) = — 3B? 
de méme 
(ty, + 3) = + 18 C 
W: = e 
PCY 3) aot 


On aainsi tout ce qu’il faut pour appliquer les formules (CX XVII) 
et calculer, si l’on se donne les éléments numériques du probléme, 
les quanuités 2, + 3, ¢2 + 3 a des multiples prés des périodes, 
c’est-a-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambiguité. 


w 
659. Remarquons, en passant, que les deux valeurs ¢, + 3, 


en 4 : ig c 
— ly — ©; font acquérir a la fonction p'¢ la valeur a la fonc- 
2. 
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: TC ; cat ae 
tion p'é — —~ est une fonction doublement périodique de ¢, du 


troisiéme ordre, avec o pour péle triple; la somme de ses zéros 
devant étre congrue a la somme de ses pdles, on en conclut que 
son Lroisiéme zéro est ¢, — ¢,; en d’autres termes, on a 


; ig c 
t =a t = —_-e 
Pp ( i 1) 22 
On peut évidemment poser ¢, —¢, = w,-+ 7A, \ étant une quan- 


uté réelle comprise entre — “ el =; la formule précédente montre 
que ) est positif; en effet, la dériyée, par rapport a la variable 
(réelle) d, de la fonction (réelle) p(w,+- 7d), c’est-a-dire i p'(w,+7A), 
est de signe contraire a }, puisque p(w,+ 7A) décroit quand 2 
croitdeoa et croit quand ) croit de — = ao; or, dapreés la 
formule précédente, ¢p'(w, + 7A), c’est-a-dire tp'(t,— ¢,), est 
négatif. Ainsi A, c’est-a-dire - (t2 — t; — w,), est compris entre o 
169) 
et = Gi. 
Il va sans dire que l’expression de p'(¢: — ¢,) aurait pu étre dé- 
duite, par les théorémes d’addition, des expressions de p(t, + 3), 


P(t2+ 3), p'(t; + 3), p'(t2 + 3). Voici quelques formules ob- 
tenues par cette voie et qui pourraient servir pour le calcul de ¢,, fy: 


‘ 2hl? — 3¢? : tc( hl? — c?) 

P(t + tf) = be apna P (44 to) = AE > 
h , tec 
Pla — hi) oy? TOG eee 3S oar ras 


660. L’expression de p’(¢, + ¢2) montre que ¢,+ ¢, ala valeur w, 
pour hl?= C?, c’est-a-dire pour c*? = = gf r~, valeur dont on re- 
connait de suite qu’elle est plus grande que la limite inférieure 
de Cc? et plus petite que la valeur de c? qui rend A? maximum. 
Pour cette valeur particuliére, on se trouve dans un cas signalé 


par M. Greenhill, ot les formules se simplifient notablement; 


(1) Les valeurs des fonctions sn, cn, dn, pour les valeurs de ¢ qui correspondent 
at=t, out=f, se déduisent trés facilement des expressions de s —a, s —), 
sz—c, et l’on a, dans tout ce qui précéde, tout ce qu’il faut pour la détermina- 
tion des signes. 
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dabord 6 est nul, en sorte que le mobile reste compris entre 
Véquateur de la sphére et Je paralléle s =a; on a ensuite 


2 Z a? 
ce PS ee itoeeerney pp 
GES sy Le 


aaa Vl? — a 
= 22K —. 
Vei— e3 a=\/& Wi Cw, 2, JP at 


, : I 
Lorsque C? est compris entre — oT, ly = =o lr 
a 


5, & est positif et 
ip’ (ti: + t.) est négatif; c’est le eNuite lorsque c dépasse 


2, § : 
= gl?r?; ona, suivant les deux cas, 
a 


ty + (ty —— 04) < W3 
jz a rely 
U ee: 


661. C’est surtout en vue de la détermination de § (ou de x, 7) 
que nous avons calculé les valeurs de p(¢,-+ 3), p! (41+ 3), ---- 


On a 
dp C =5( I [ 
hs 2 (PLT By lz te : 


dot, en tenant compte des formules 


1k 
i—s=(l—a)—(s—@)= = [p(t+ os) — P(t + 0s), 


2 
i+ S(l4a) +r aje =~ [pest os) =p non) 
ro) 


qui résultent immédiatement des valeurs de /—a,l+a,s—a, 
que les précédents calculs mettent en évidence, 


do al I [ 
dt 4 | p(t¢+3)—p(4 + os) ETH 


et en décomposant en éléments simples, ou, ce qui revient au 

méme, en utilisant la seconde formule (CILI,), les expressions 
; ae - 

de p'(4+- 3), p!(¢2+ ©), ainsi que les formules (XI, 5), 


. dd 
at a = G(t— t) + C(t — to) — C(t +t) — C(t ty) + 90st + 2G tp. 


En intégrant et choisissant la constante d’intégration de facon 
que 9 s’annule en méme temps que ¢, on a 


ot . — Theat) ed — 2s) 
O(t+ t1) F(t + ty) 


ert atitGsea) ; 
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Wailleurs, 4 cause des expressions de /— zs, /-+ 5 que l’on a écrites 
plus haut et des formules (VII,), ona aussi 


pees (fz) y= (ac?— gr§) ¢(t+t) o (t+) o(t—t) o(t— ty) 
s PAG 4 ler CE GZ ty C2 te 


done 


Gt oh) S(t — ts) 


72 e2i) — r2 
Skt Ot, 2b, 


2t(C,t,4+0,6,) 


ou, en extrayant les racines carrées et choisissant le signe de facon 
querontait 7 == 9, pour ¢== o; == o, 


o(t—t,)0(t— to 
(¢ 1) c(t fa 


t(C,t,+C sto). 
C2t0t ol, 


e+ty=rel—r, 


662. Cette formule montre que x + ty et, par suite, x et y sont 
des fonctions univoques de ¢. La forme méme de x + ty montre 
que c’est une fonction doublement périodique de seconde espéce; 
c’est le produit d’une exponentielle par la fonction 


o(t—t,) o(¢ —t) 


aS o2t 


dont les multiplicateurs ».,, v3 relatifs aux périodes 2,, 23 sont 


respeclivement 
i i Ee 2gilt res) pi = e—203't,+6,) , 


On pourrait prendre pour Pélément simple relatif 4 la fonction 
az +-ty la fonction 


et transformer l’expression de x + cy en la décomposant en élé- 
ments simples (n° 367). 

Nous nous bornerons a quelques remarques relatives a la fonc- 
tion 9(¢), quine sont d’ailleurs que l’application des observations 
faites au n° 372. D’aprés ce qui a été dit plus haut, ¢, + ¢, est de 
la forme w,-+ 43, % étant un nombre réel compris entre o et 2; 
si l'on considére la fonction doublement périodique de seconde 
espeéce 

Y(t) = 9(£) ear ans’?, 
T. et M. — IV. 13 
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aux périodes 20,, 
92.03, sont respectivement e~%, e™; si, par conséquent, « est de 


la forme 2, p et g étant des entiers premiers entre eux, [Y(¢) ]?4 


sera une fonction doublement périodique ordinaire; il en sera 
de méme de l’expression 


P27 E2iV+2qt(q, +HNs—E,t,—Coty) 


que l’on pourra obtenir sous forme explicite par la méthode de 
décomposition en éléments simples; elle admet le ple unique ws, 
d’ordre de multiplicité 4g. Comme on a donné plus haut l’expres- 
sion de p(¢, + ¢y), d’otiil est aisé de déduire celle de p(aw3), on 
voit le moyen de déduire l’équation algébrique que doit vérifier 


la constante C pour que @ ait une valeur donnée Pde Véquation 


algébrique que vérifie p e 0) » équation algébrique qui sera étu- 
diée plus tard. Nous nous contenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d’ailleurs a la théorie des in- 
tégrales pseudo-elliptiques, que nous n’ayons pas abordée; le cas 


simple ot «=r sera traité explicitement un peu plus loin ('). 


663. En posant 


t 4 a q 4 ty 
G= ’ = ? — + ir, = —)> 
204 2W, 2, 2W, 


de facon que les quantités réelles 7,, 72 soient positives et plus 
. 5G . 

petites que a les formules de passage des fonctions ¢ aux fonc- 

tions S fournissent immédiatement les formules 


7 33(irz) 3, (ary) Ji(e), 
& S1(t1) S2(tr2) S2(e)’ 


(0) 31 (tr — 0) 39 (try — 0) 


(9) J1(t) S2(trz) 


o2 

. ; Si, 

GA ty == Tye!ae 53 > 
& 


ott l’on a posé, pour abréger, 


pie z Sy ue) Jy (tr) 


(') Voir GreenniLt, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad. par 


Griss, Chap. III; voir aussi, pour le cas ot «=r, le Traité de Mécanique ra- 
tionnelle de M. AprELL, t. I, p. 494. 
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On peut faire sur ces expressions de s—a et de x +-‘y, qui spé- 
cifient le mouvement du point x, y, s et qui sont appropriées au 
calcul numérique quand on se donne les éléments numériques du 
probléme, quelques observations faciles qui se feraient ailleurs 
tout aussi bien, le lecteur ne l’ignore pas, sur les équations diffé- 
rentielles du mouvement. 

L’expression de z —@ montre que les valeurs de = se repro- 
duisent quand on remplace ¢ par vy+ 1; dans les mémes condi- 
lions x + ty se reproduit multiplié par le facteur e/, ainsi qu’il 
résulte des formules (XXXIV) ou de ce que l’on vient de dire sur 
le caractére de la fonction x + iy; lorsqu’on a la position M du 
mobile a Vinstant ¢, il suffit donc, pour obtenir sa position a Vin- 
stant ¢+ 2w,, de faire tourner le plan MOz d’un angle égal a A au- 
tour de axe Oz; la périodicité du mouvement est ainsi bien 
mise en éyidence et il est clair qwil suffira d’étudier le mouve- 
ment det =0a¢=20,. Il suffit méme de l’étudier de t—o0 a 
¢=,, cara deux valeurs de ¢ également éloignées de w, cor- 
respondent deux valeurs de ¢ de la forme +— , $+, dont la 
somme est égale 41, et, par suite, les valeurs de z que l’on ob- 
tient sont manifestement égales, tandis que les valeurs de x + ty 
s’obtiennent en multipliant un méme nombre 


i B+. A) EO) 
23 (Ww) S2(tre) 


Toe 


par deux nombres imaginaires conjugués 
S2(— wry a w) 31(— Urs — w ) 52 (04 — wv) Si (ire s= w) f 


—tAw E 
2 Si(— 1) : 31 (71) 4 


les deux positions correspondantes du mobile sont done symé- 
triques par rapport au plan qui passe par Paxe des z et la posi- 
tion M, que le mobile occupe a l’instant ¢=,, (e== 4). .Ce 


point M, est la position du mobile pour laquelle s est minimum; 
ses coordonnées sont données par les formules 


S a : Co F, 1 

b +t J3(0) S2(ir1) Fi (ire) ,i(7 +54) 
Vee a = To é 

‘ ° 33(0) S2(tre) Fi (arn) ’ 


-A 
3 


: i(m+5a) ; re weis 
le coefficient de e ?/ est manifestement positif: c’est le rayon 
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vecteur 7, de la projection du point M, sur le plan des xy; il est 


facile de vérifier qu’il est égal a \//? — b?. 

L’expression de # + zy met en évidence que l’angle polaire de 
la projection du point M, est, a des multiples prés de 27, égal a 
= + 4A, en sorte que la courbe décrite par ’extrémité du pendule 
est fermée, ou non, suivant que =A est un nombre rationnel ou 


irrationnel. On verra plus loin que x + $A est l’angle dont tourne 
effecuvement le plan MO< autour de l’axe Oz pendant que ¢ croit 
de 0 A w,, et non cet angle augmenté d’un multiple de 27; mais 
ce qui précéde suffit a montrer l’intérét qui s’attache a la constante 
réelle A dont il convient de dire quelques mots. 


664. On peut mettre A sous la forme 


n=o 


ik > gz sharry GFE SND 56105; 
he 1—292"-l chanry + qi”? >. 1+ 2g! chanrs+ qth?’ 


(jue)! 


r, et 7 sont positifs et plus petits que = il en résulte que dans 
Vune et lautre des séries chaque terme est positif; r, étant plus 
grand que 7,, on congoit que A soit négatif, et c’est un point que 
Halphen a établi par une analyse intéressante que, toutefois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication ('). Chacune 
des séries regardées comme une fonction soit de 7, soit de 7, la 


variable étant supposée comprise entre o et -4> est une fonction 
DAS 


croissante : cela est évident pour chaque terme de la premiére 
et se yérifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il ré- 


sulte de cetle remarque que l’on a 


(') Apres Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le méme résultat sans faire 
usage des fonctions elliptiques; il a, en effet, montré [Cf. Note sur le pendule 
sphérique (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° sév., t. XX, p. 114)] que 
Pangle dont a tourné le plan MOz autour de Oz quand ¢ croit de 0 a w, est plus 
petit que 7; on va voir que cet angle est égal a a A; de sa démonstration ré- 


sulte donc immédiatement que A est négatif. 


APPLICATIONS A LA GEOMETRIE ET A LA MECANIQUE. 187 


mais on a 


on en conclut 


A>—T, 


A 
2, 


Il serait intéressant d’étudier comment A varie avec la constante C 
dont dépendent 7,, rs el g. 


Signalons quelques autres expressions de A. Ona 


2Wy 3 211 < 
A= —— (Ge + Cte) — (t; = ty) 
a t 
G1, 20) Be CU ee ee Jo (try tra), 
2 i ean a On S53. irs a 


la seconde de ces formules qui, seule, a peut-étre besoin d’expli- 
cation, a été déduite de la premiére en remplacant dans la pre- 
miére des formules (VII;) w et @ par ¢; + 3, ¢2 + w3 et en utili- 
sant les valeurs préalablement calculées de jo (¢;-+ 3), p'(4i1 + 3), 
P(f2 + 3), p’(t2 + w3)- 


665. Dans le cas particulier déja signalé au n° 660, ot 


T 2 hh 
Pn Sy ap qe = — EF ie () = ©, — ees y 
20 a a 


on a tout d’abord 


et le fait que A est négatif apparait bien facilement en se servant 


de la relation K< = qui donne 


ee rex (U4 7 


ee 


L’intérét de ce cas particulier consiste en ce que l’on y peut ob- 
tenir séparément les valeurs de « et de y. En remplagant, dans 


Pexpression de «+ iy, try par 7 — try, on trouve de suite 


0; ray) 


a 


2(0) Bi(éry — 0) S3(ir, + 0), 
( 


Bae iy — ry elArnye : < ——— : 
,(¢) 1( try) J3, 1) 


. 
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en appliquant ensuite la premiére formule (LVI,) et les for- 


mules (LXX1I), puis en posant pour abréger 


5 laa Ver a) 


Srp ery). 


B= 
on obtient 
e+ ty = rye Atte [en(2Ke)+ tpsn(2Ke) dn(2Kv)], 
ou, puisque A et p sont réels, 


x= ry[cos(A+ 7) cn(2Ke) — usin(aA + 7) sn(2K¢) dn(2Ke)}, 


y=ro[sin(a+ 7) cn(2Ke) + peos(A+ 7)¢ sn(2Ke) dn(2Ke)]. 


En faisant » =4 dans ces formules et en se rappelant que pour 


cette valeur z est nul et /z? +72 égal a /, on trouve sans peine 


Pe ae a? 


B= ere 


etc’est ce quil n’est pas difficile de vérifier, d’ailleurs, sur l’ex- 
pression méme de p. 


666. Il nous reste 4 étudier, dans le cas général, la fagon dont 
varie avec ¢. De l’expression de e? donnée au n° 661, on déduit 
aisément, au moyen des formules de passage des fonctious ¢ aux 
fonctions J, la formule 


6=a0+—log/ (v), 


otl’on a posé, pour abréger, 


4 — irs). 
(try + 9) 51(e — $+ tre)’ 


io 


ee ee ee Sin, — 9) Ti(e — 
Si(t+)S(irete) g = 


dans cette formule qui donne, a chaque instant ¢, langle § dont a 
tourné le rayon vecteur dans le plan des xy, il s’agit de fixer, pour 
chaque valeur de », la détermination du logarithme. Nous nous y 
arréterons d’autant plus volontiers que la méme question se pré- 
sente dans un trés grand nombre d’applications. 

Pour suivre la voie réguliére quia été indiquée au Chapitre VI 
et qui permet sirement de lever toute ambiguité, il faut tout 


do 
d’abord transformer l’expression de — ; de maniére qu’il n’y figure 
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plus que les dérivées logarithmiques de la fonction 3,; on trouve 
alors 


Ce et 34 (¢—ir1) 31+ ir) 
DU S 


dy 31 (v —ir;) 


et pour avoir la valeur de §, qui correspond a une valeur donnée 
de ¢, il suffit d’effectuer les intégrales rectilignes 


sq (= try) Sy Ji (e+ 174) 
AZ Dh hs sf ) dy, 


0 Sil (9 — Ire) Si@aeury) 


On observera d’abord que dans |’évaluation des logarithmes, 
qui résultent de lintégration, on n’a a se préoccuper que des par- 
lies purement imaginaires; les parties réelles disparaissent évi- 
demment dans les différences. Les quatre intégrales a évaluer 
peuvent étre remplacées par les suivantes 


“ 124 
é 5 at —=-+ire +? 
Prey +e i PAUP 2 2 
‘ii : fe ‘ i d uy ; 
=—ir ir 1 é 1 5 
a + —=—Irs —=+irg 
2 = 2 = 


R . 5 A 
ou les signes [ portent maintenant sur la quantité Grae le pro- 


bléme de l’évaluation de pareilles intégrales a été complétement 
résolu au Chapitre VI; nous nous reporterons a la méthode exposée 
aux n° 506 et suivants. 


667. Supposons d’abord que ¢ soit compris entre o et $, c’est- 
a-dire que ¢ soit compris entre o et w,; on voit alors de suite que 
pour les quatre intégrales le chemin d’intégration est contenu dans 
aire du rectangle (R) figuré a la page 155 du tome III et formé 
par la réunion des quatre rectangles (R,), (Rez), (Rs), (Ra), en 
sorte que (CXVIII,) les quatre intégrales précédentes sont respec- 
livement égales a 


logS; (» — tr,) — log 5; (— i), 

logS, (6 +ir,) —log= (771), 

logS, (o — 4 — ir.) — log3,(—}— ira), 
logS,(v —$+ ir.) —logS,(—3z-+ tre), 
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ot les logarithmes ont leurs déterminations principales, en obser- 
vant toutefois que les points S,(— $— irz), Si(— $+ ire) doi- 
vent étre regardés comme étant le premier sur le bord inférieur 
de la coupure de gauche, le second sur le bord supérieur de la 
méme coupure, en sorte que les coefficients de ¢ dans les loga- 
rithmes sont respectivement — z=, + 7; ils sont — ~ et 4 : pour 


log 3,(— ir,), log 3, (ir,); on aura donc, dans ce cas, 


§@=av- ~ [osm —ir,)—logS,(9 + ir) 
I ; A I ae 3m 
+ logS, = = ey —loga, (Cag aS irs) at a 
B) 2. 
en attribuant aux logarithmes leurs déterminations principales ; 
d’ailleurs, le point S,(¢ + cr,) est situé dans l’aire (R‘), le point 
S,(v —ir,) est le point de l’aire (Ri) symétriquement placé par 
rapport a l’axe des quantités réelles; il résulte de la que 


5 [log&i(» —iry) — logS,(o + irs)] 


est langle, compris entre o et — = dont il faut faire tourner le 


rayon vecteur qui va de o au point 3,(¢ + ér,) pour l’amener sur 
la partie positive de l’axe des quantités réelles; de méme, puisque 
les points S, (0 — $ —ir,), 3,(e —4- irs) sont symétriquement 
placés dans les aires (Rj), (Rj), on voit que 


ir 3 : 
[ios Shi (« _ . = irs) —logd, (« = , + irs) 


est angle (obtus), compris entre — = et — 7, dont il faut faire 
tourner le vecteur qui vadu pointo au point 3,(¢ — 4+ ry) pour 


lamener sur la partie positive de l’axe des quantités réelles ; d’aprés 
cela, on reconnait trés aisément que l’on peut écrire 


a+8 


60@=av+ 9 


en désignant par a et 6 deux angles positifs, moindres que =, 
dont le premier s’obuient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point o au point 3, (try + ¢) pour ’amener 
sur le vecteur qui va du point 0 au point S,(i7, — ¢), dont le se- 
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ee : : 
cond s’obtient en faisant tourner dans le méme sens le vecteur qui 


va du point o au point 3,(¢—4-+ir,) ou S.(e+ iy) pour 
VPamener sur le vecteur qui va du point o au point Sp (6 — $—Ur2) 


ior 5 ; . 5 
ou J2(% — irs); on peut encore écrire, sil’on veut, 
I ; 
6=avs oe log f(y), 


en convenant de prendre le second terme du second membre com- 


pris entre o et x; il a d’ailleurs la valeur 0 pour » = 0, et la va- 


leur x pour » = +; pour »=—o, « et B sont nuls; pour »>—4, « 


et B sont égaux az. L’angle dont le plan MO a tourné autour 
de Oz, quand ¢ varie de 0 Aw, (v de o a 4), est bien égal, comme 


on l’a dit plus haut, a= + = 


De ce que A est compris entre — 7 et o on conclut que 0 est 


: ™ : ; 9 , zy 
compris entre = et x. C’est Puiseux qui a, le premier, démontré 


que ® est toujours plus grand que =. Sa démonstration (Journal 


de Liouville, 1*° série, t. VIL; 1842), qui est devenue classique, 
n’a toutefois rien a voir avec la théorie des fonctions elliptiques. 


668. Nous avons exposé ces résultats en suivant pasa pas la voie 
indiquée au Chapitre VI; on y parvient d’une fagon plus courte, 
en interprétant la formule méme qui donne l’expression de @ et en 
remarquant que § devant s’annuler pour ¢ = 0, log f(v) doit étre 
nul pour ¢ = 0 et que les valeurs que prend successivement cette 
fonction se suivent d’une facon continue. En se reportant tou- 
jours ala fig. 155 du Tome III, et en suivant la fagon dont se dé- 
placent dans les aires (R‘), (R4), (R4), (Ri) les points S, (24+ 9), 
S2(ir,; — 9), ... On n’a aucune peine a retrouver les résultats 
précédents. 

L’étude peut se poursuivre lorsque y est compris entre $ et J, 
en partant de la propriété f(1 — v) f(¢) = 1 de la ce S(’) 
qui résulte immédiatement des formules (XXXIV); si l’on pose 
y= $-+, on devra, a cause de cette propriété, adopter, pour 
i valeurs de comprises entre o et +, une détermination de 


a ~ log gf ($-+ w) de la forme 


» 


] 1 
=; logy (5 +w)=kn— = lost (5 —w), 
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ot & est un nombre entier déterminé; cet entier est, d’ailleurs, 

égal 4 2, puisque poury= 4, =o, la formule précédente se 

réduit a log f(4) =ikxet que l’on sait que log f($) = 27. La sy- 

métrie du mouvement se reconnait trés aisément sur cette méme 

formule; nous ne nous y arréterons pas, puisqu’elle a été établie 
} J pas, puisq 

sur expression de x + ty. Enrésumé, de »=jav=1, ona 


I 
ee (ie Seal Gyr igs 
ne eae ogf() 


si l’on convient de prendre pour le second terme du second 
membre celle de ses déterminations qui est comprise entre x et 27. 
Pour pi==1,01 a 


= A=E = log f(t) =a + a7 = 28; 


ce dernier résultat aurait pu se déduire aisément de la formule 
(CXXVIII,). 

Pour poursuivre cette étude lorsque » est plus grand que 1, il 
suffirait de partir dela propriété de la fonction » exprimée par les 


relations 
IeV=f04+09) =f(24 0) =fG+0=...5 


on peut ainsi montrer directement que quand ¢ est successivement 
Tv moi 
— et 

g3 2 
a-dire ¢ entre 2w, et 30,, 3m, et 4w,, 4m, et 5u,,...., Mw, et 


COMPLISTeNILe eet oe ela eel aay 


re revest= 


(nm—+1)w, ..., on doit dans la formule 
0 = Av + ~ log f(v) 


prendre successivement, pour le second terme du second membre, 
celle de ses déterminations qui est comprise entre 27 et 37, 3x 


CLA T oA Ties Tren. (01 Cbs Vitel oe its 


§ VI. — Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe 
dans le cas ow il n’y a pas de force extérieure. 


669. Nous allons étudier le mouvement d’un corps solide dont 
un point O est fixe el qui n’est soumis 4 aucune force autre que 
la réaction du point fixe. Nous renyoyons, pour ce qui concerne 
la partie mécanique du probléme et l’établissement des équations 


APPLICATIONS A LA GEOMETRIE ET A LA MECANIQUE. 193 


différentielles du mouvement, aux divers Traités de Mécanique ra- 
tionnelle, particuliérement a la Note de M. Darboux sur les mou- 
vements a la Poinsot, qui se trouve dans le Traité de Despeyrous; 
nous emprunterons a cette Note nos notations, d’une part, et, 
d’autre part, l’équation différentielle de Vherpolodie. 

Le corps solide est rapporté a un systéme de coordonnées rec- 
tangulaires Oxyz qu’il entraine avec lui et que |’on supposera 
coincider avec les axes principaux d’inertie relatifs au point O. Le 
probleme final consiste 4 déterminer a chaque instant Ja posi- 
tion du triédre O xyz par rapport a un systéme d’axes fixes OX YZ; 
ilestrésolu si l’on connait, en fonction du temps 2, les trois angles 
d’Euler qui déterminent la position du triédre mobile par rapport 
au triédre fixe. C’est a ce résultat que nous nous attacherons ('). 

Soit (E) Pellipsoide d’inertie du solide pour le point O; soit 02 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation w, vecteur 
dont les projections sur les axes Ox, Oy, Oz sont p, g, 7. Le 
moment des quantités de mouvement est un vecteur fixe dans 
Yespace dont nous désignerons la longueur par Z, et dont les pro- 
jections sur les axes Ox, Oy, Oz sont Ap, Bq, Cr, en désignant 
par A, B, C les moments d'inertie du solide par rapport a ces 
axes. L’ellipsoide (E) estconstamment tangent a un plan fixe (II), 
au point J ot ce plan est percé par la demi-droite qui porte le 
vecteur OQ; le lieu du point J dans le plan fixe (II) est herpo- 
lodie, le lieu du méme point sur l’ellipsoide (E) est la polodie; la 
polodie roule sans glisser sur herpolodie; le probléme peut étre 
regardé comme résolu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons de cété les cas ott la polodie se décompose en deux 
ellipses se coupant suivant l’axe moyen de (E), ou en deux cercles 
paralléles, ou encore se réduit & deux points; l’herpolodie est 


(') M. Klein a employé d’autres paramétres qui donnent des résultats plus 
symétriques. On peut consulter, sur ce sujet, le livre qu’il a publiéavec M. Som- 
merfield sous le titre Ueber die Theorie des Kreisels, ou une Note de M. Lacour 
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 5° série, t. XVIII; 1899. Les ex- 
pressions des neuf cosinus sont dues 4 Jacobi (Journal de Crelle, t. 39; 1850). Les 
formules auxquelles nous nous bornons ont été données sous une forme a peine 
différente par Hermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques, 
Paris, 1885). On peut aussi consulter : Halphen, Zraité des fonctions elliptiques, 
t. IL; 1888; Lindemann, Sitsungsberichte de Académie des Sciences de Munich, 
t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de UVEcole Normale supérieure, 1900. 
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alors une spirale (dont l’équation s’obuent au moyen des fonctions 
élémentaires), un cercle ou un point. 

Nous supposerons l’herpolodie, dans le plan (Il), rapportée a 
un systéme de coordonnées polaires; le pdle sera le pied P de la 
perpendiculaire abaissée de O sur (II) et axe polaire sera la direc- 
tion qui va du point P vers la position initiale Jy du point J; nous 
représenterons par 6 la distance OP du point O au plan (II) : elle 
est évidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des 


quantités —— , —=, —=; nous désignerons par Ré et @ les coor- 
vA YB VC 
données polaires du point J dans le plan (II). 
Les intégrales des forces vives et des aires fournissent les re- 
lations 
h=Ap?+ Bq?+ G7?, 22 = A2p?+. B2q?2+ C272; 


la constante des forces vives h est liée 4 / par la relation h = (70? 
qui se déduit immédiatement de ce que, si x, y, s désignent les 
coordonnées du point J par rapport au triédre O xyz, ona 


oO7 


9 9 N45 9 
x yr 0? + R? 


a I I 


= 2 


Pp? >gl r? ow)? Sho? 


Nous introduirons enfin une constante positive U définie par les 
relations 


On a alors 
w? = he2(1+ R?) = p2 (1+ R2). 


670. Nous poserons 


I 
—-=A02 : 

a i b c 
en vertu d’une observation antérieure, 1 est compris entre la plus 
grande et la plus petite des quantités a, 6, c; nous poserons aussi 


Ta=—(1— d)(1— ¢), 
T, =—(1— c)(1— @), 
T.= (t—a)(t—b). 


Enfin, nous nous contenterons d’écrire les équations suivantes 
dans les cing premiéres desquelles on reconnaitra les équations 
we ida : : 
d’Euler, les intégrales des forces vives et des aires, et dont les trois 
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eS ? 2. Q X ¢ € 
derniéres s’obtiennent en résolvant, par rapport a p?, g?, 7?, celles 
des équations précédentes qui sont linéaires en p2, g?, T?, 


dp fe ,? 
howe 5 es |e gels aes Ee 
mar ee 8) 7) 24 a og b - yea hs a 
ca aa + b(e—a)rp= asta are 2 
dt Wee Sena ean wae 
dr 
ab — +c(a—b)pq=o, P+tgtr = w= p?(R2+1), 


be? BCE) b2u2(T,— R?2) 


5 ) Oe ly ) c? y2(T. — R?) 
P (e—a)\(a=ty Z = Och 


SCE ICSD 


7 


De ces équations, de la relation 


dp _ dq Hilger dR 
pial! Riper ew itrr tealt a 


et des équations d’Euler, on tire sans peine la relation 


dR? 
R2 de — w2( Ta — R2)(T, — R2)(T. — Rey 


Si lon y fait. 
pe Ree (gs Te a Te) — fi, 


elle prend la forme normale 


(4): = 4(y1— ea) (Yi 8) (1 =e), 


dt 
ou 
éy = 41 w?(T, + Te— 27a), eg — €y = p?(b—c) (1—@), 
eg = 12(T- + Ta — 2To), ey — 64 = p(e —a) (1 — 6), 
ene (lg ly — 27s), €g — €8 = w?2(a— 6) (1 — ec). 


Nous conviendrons de ranger les axes Ox, Oy, Oz de maniére 
que b soit compris entre a et c et que (1 — b) (1 —¢) soit positif; 
deux cas sont alors possibles : 


12 ESD Al 
ae a2 OL I<; 


on constate que, dans ces deux cas, ona ey > Ca > Cg; nous pren- 
drons toujours, en conséquence, y= 1,%= 2, G35 enesorte 
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que l’on aura 
Ve—a= pl¥(a—e)(6—1)], ee 
(ih = aM MR ess 


Ve — = u|/(6—e)(a—1)|, 


671. L’intégrale de l’équation différentielle en y, est de la forme 
SA p(¢+ d), 


? élant une constante. [I est aisé de reconnaitre que laxe instan- 
tané de rotation vient, pour des valeurs conyenables de ¢, se pla- 
cer dans le plan des x3; nous choisirons un de ces instants pour 
origine du temps; nous supposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour ¢= 0, les valeurs py, 79 
de p, r soient positives; pour ¢= 0, g = 0, et, d’aprés la seconde 
p : , dq : : es 

équation d’Euler, 7, est du signe de a@—c; nous désignerons 
par ¢ l’unité positive ou négative suivant que @ est plus grand ou 
plus petit que c; enfin, nous introduirons une constante purement 
imaginaire ¢ satisfaisant aux inégalités 0 < : Ea ~ et définie par 


les égalités concordantes 


tov = Sly¥(a 1) (a ye tov = | |¥(a—b)(a—e) |, 


ye “|\V(a=(a—5)|, 


tp'e = 22u3(a — b)(a—c)(a—1). 


Pour t =0, g=0, R? doit étre égal a Ty, donc 7, qui se réduit 
pa doit étre égal a e3; A doit done étre congru & w3, modulis 
W;,, 23; rien n’empéche de supposer }=w 3. De la relation 
v1 = p(t+s3) on conclut expression de R? en fonction de ¢, 


a 
2 


savoir 


R?2 = (¢ 1) (1 @) — — (e1— es) (ex — 5 ) ERG t 


J1(e + t) 5)(9— ft) 
ost s?0 


— R2[1— (€1 — es) &3, 0535 £] = R? 


? 


ott Ro est la valeur de R pour ¢ = 0; ayant ainsi l’expression de 7, 
ou de R?, on en déduit celle de p*, g?, r?, puis, en extrayant les 
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racines carrées et en déterminant les signes de facon que, pour 
£=0, p, 7 soient positifs et que g ait le signe de «, 


= 
OG 


op SS BOR | V(@a—t)(t—e) | Eoat = Polo 


OS CHD 


Eist = pobisé, 


C= E 
ta 
Soa, 


> 


672. Pour déterminer 9 en fonction de ¢, nous partirons de la 
relation, établie par M. Darboux, 


Pde ei 2) 6) re) 
p. dl cor R2 ‘ 


’ 


il suffit de remplacer R? par sa valeur en fonction de pf, et d’ap- 
pliquer la méthode de décomposition en éléments simples, ou 
plutét la seconde formule (CHI,), pour trouver 

LORE ete pi Or) 


— =pb+ — 
Ce 2te pe—pl(v+o,) 


et ee 
Oey t w 1) + ae v 1) C(t + e+ 0))3 


puis, en intégrant, on obtient, aprés quelques réductions faciles, 


ve log SaaS) erie = erlipateteet CA ire f) 


oh] are t— 7 
(3) (a t2Cv) © oi(o +t) o1(9 +7) 


En multipliant l’expression de e?® par la derniére des expres- 
sions de R2, extrayant les racines carrées et choisissant le signe 
de facon que, pour ¢= 0, l’expression de Re*® se réduise a Ro, 


on a enfin 
C4 (Pat). 


Re0 = Ry eltuas+telt 
5 : o10 o3l 


le signe se conserve puisque le second membre reste continu et ne 
s'annule pas. 

Cette derniére formule montre que, dans le plan (II), les coor- 
données rectangulaires d’un point de l’herpolodie sont des fonc- 
lions univoques de ¢, et ce résultat peut, a la rigueur, dispenser 
de rechercher quelle détermination on doit donner au logarithme 
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dans l’expression de ©. Au reste, cette recherche ne présente 
aucune difficulté si l'on applique la méme méthode que dans le 


pendule sphérique. Pour ¢ = 20,, = 20,T, ona 


de r Eonar 3 (7+ w —>5) 
1 d 
>) 


dv 2é 3, (1 — w a 
ou 
iP eure J, 
A=2u,;pb+— 5 = 20, Na+ — . 
ls Sow LS Diy 9 


Lorsque T varie de 0 4 1, on en déduit 
T 
) == NP Bae = 5; log f(T), 


ot l’on a posé, pour abréger, 


et ou = log f(T) mesure l’angle négatif dont il faut faire tourner 
U 


le vecteur allant de o 4 S,(T+ w—+4) pour lamener sur l’axe 
des quantités positives. Cet angle est obtus, droit ou aigu suivant 
que T est inférieur, égal ou supérieur a 5; il est nul pour T= 1. 
Si donc on désigne par 9, l’angle polaire du premier point de tan- 
gence J, de ’herpolodie avec le cercle de centre P et de rayon 
/@ — b?, ona 


@,=sa-+ten. 


Pour T=1, on obtiendra de méme, pour l’angle polaire 0, du 
premier point de tangence J. de Vherpolodie avec le cercle de 


centre P et de rayon \//? — a? (aprés le point Jy), 
0, =SAHT= 2.0;. 


Lorsque T varie den an-+1, 2” désignant un entier positif quel- 
conque, on devra prendre dans l’expression précédente quidonne 0 


en fonction de T, 


I 5 I . 
57 Obs Wt) = eam IOs 7 (1), 


ot le logarithme qui figure dans le second terme du second membre 
est déterminé par ce qui précéde, puisque T—n est compris 
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entre o et 1. La symétrie de l’herpolodie par rapporta PJ, oua PJ, 
s’établit comme dans l’étude de la courbe décrite par la projec- 
tion de OM sur le plan des xy dans l’étude du pendule sphérique. 


673. Ilreste 4 déterminer, en fonction de ¢, les angles d’Euler J, 
9, ¢ qui fixent la position du triédre O xyz, entrainé avec le corps, 
par rapport au triédre fixe OX YZ. Nous choisirons l’axe OZ sui- 
vant la direction fixe du vecteur qui représente le moment des 
quantités de mouvement par rapport a O, et nous supposerons 
essentiellement que le triédre OX YZa la méme disposition que le 
triédre Oxyz; les neuf cosinus directeurs des axes Ox, Oy, Os, 


par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment désignés 
par le Tableau : 


ZL y & 
a ha a 
X 1 2 3 
; 
7 ( Q (. 
Y Br Be Ps 
LZ 1 Ye ¥3 


quant aux angles ¥, 9, 9, ce sont les angles dont il faut, pour l’ame- 
ner sur le triédre OXYZ, faire tourner le triédre Oxys : 1° au- 
tour de OZ, 2° autour d’une direction arbitrairement choisie OX, 
sur intersection des plans des xy et des XY, 3° autour de O3; 
par ces rotations successives, le tricdre OX YZ occupe successive- 
ment les positions OX, Y,Z, OX, Y,Z, Oxyz, et on passe @un 


systéme d’axes au suivant par les formules 


X = X,cosv—Y,sinb, Y = X;sin¥ + Y, cosy, 


Y, = Y. cos§ —zsin9, 1b, == No Ginals) S245 COSI 


X,= # cose — ysing, Y,=@ sino + 7 cos9; 


’élimination de X,, Y,, Y» entre ces formules fournit les expres- 
sions de X, Y, Z au moyen de zx, y,. 2, et les expressions des 
neuf cosinus directeurs au moyen de 9, ¥, 9. 

T. et M. — IV. a 
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Les formules de Cinématique 


acre: cos a g =" Serene ee ae gO 
1 ara Ui ae tae NAT T dt’ bea ae ag ae 


peuyent s’écrire immédiatement en envisageant la rotation repré- 
sentée par le segment OQ (rotation dont les composantes suivant 


les axes Ox, Oy, O= sont p, g, 7) comme résultant de la compo- 
349 : : dy. dp. De 
s s trois rotations — suivant OZ, — suivan a> - 
sition des trois rotations 7 suiva OZ, 5 v t Oz, = sui 
vant OX, et en appliquant le théoréme des projections. 

La détermination de ¥, §, © en fonction de ¢ revient a l’inté- 
gration de ces trois équations différentielles linéaires ot p,q, r 


sont maintenant des fonctions connues de ¢. 


674. Les projections sur Ox, Oy, Oz de l’axe fixe des quan- 
utés de mouvement par rapport a O étant Ap, Bg, Cr, ona 


vy, = sin9 sing = ae = iV Epes Epo? E13, 
: g —_—. 
{2 = sin@ cose = a =—e Ve, — €3 bin Lost, 
6 Us ou See 
Y3 = cosv = cp = 6320 S23 €; 
on tire de la 
Sin? ==) §2. pee te = (€o— €3)(pe—pt) _ o(t+ )o(¢—v). 
SS ESB AIS aa ( ne = (€2 — @3) 2D) aso aD S 
pe — eg) (pt — és) CSV ORL 


cette expression ne s’annule pour aucune valeur de ¢; sa racine 
carrée, devant étre continue, ne peut changer de signe; on devra 
done donner 4 cette racine carrée le signe de la valeur initiale de 
sin§, que nous supposerons positive: on peut, en effet, supposer 
toujours que l’angle §) est compris entre o et 7; il en sera alors 
toujours de méme de Pangle 9, et Pon aura 


LEC Have ( b= 9) 
sin = — Vey a1! ee ou, 


dés lors sin§, cos4, sing, cose étant déterminés sans ambiguité, il 
n'y a plus qu’a déterminer l’angle ¥, c’est-a-dire qu’a intégrer l'une 


, . ie, : 5 dy. 
des équations de la Cinématique, ot tout est connu sauf il est 
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commode de se servir de la combinaison obtenue en multiphant 


la premiere par sing, la seconde par cos¢ et en ajoutant, ce qui 
donne 


i} ino See 
dy _ psme+ q cose a, PS eee 
dt 11 SING + (2 CoSso pee qd 
: q ne a 5 cosy 


puis, en remplacant sing et cosg dans le dernier membre par les 


on . g 
quantites proportionnelles es d 
a 


Be 
Led! 
1 dv a2 b : 
; aw) 2? 
vu. dt Pied 
a b? 


les valeurs précédemment trouvées pour p, g donnent ensuite 


2 2 HC AS b 
ae =a —* wise | pt—er+ 2 (e—pe)], 
jee q? i 


(fe 
Fipple ap tee 
d’ot' on conclut 


Meg we, UL De ons “ I 


— a T . —— 7 
uw dt 2U3n4 pl—pe Ep. 


Peas AOE 8) Cet 


puis, en intégrant, el en supposant que ¥ soit nul pour =o, 


1 bp eral 9) ae o(v + ft) 
Po=t(vat+s — log : 
Y ie aie ° o(v—t)’ 


la détermination du logarithme donne lieu a des observations ana- 
logues a celles que l’on a développées dans la théorie du pendule 
sphérique et rappelées a propos de l’angle 9; nous nous contente- 
rons d’énoncer les résultats : 

a e—t 

a 204 


Si Pon pose 


rt ce 
fil ) oe (eS) 
“1 
204 

on aura 

[ o(e+t) 21 ° I 

+ log = a f= = lee Ge 

i &s(v—t) WO, C i efi 4) 


et si f= 2nw,+¢, nm étant entier et ¢’ étant compris entre o 
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et 2W,, on devra prendre 


5 log fi ( ba). 


if T 
= log f;(4)=2nnr—+ = 
L l 
: log/,(¢’) étant un nombre réel compris entre o et 27; si ¢! est 


compris entre o et 5, : log fi (t’) est le double de langle positif 


aigu dont il faut faire tourner le vecteur qui va du point o au point 


y+ t’ E ONG 
SP ( ) pour l’amener sur la partie positive de l’axe des quan- 
2W4 


tités purement imaginaires; pour deux valeurs de ¢ également 

r . , I 

éloignées de w,, les deux valeurs de -log/(é’) ont une somme 
L 


égale 4 27; si m est un nombre entier, on a 
I 
=o log fi (m1) = NT. 
t 


675. La solution peut étre regardée comme achevée, puisque 
les neuf cosinus s’expriment au moyen de , 4, o. Hermite a 
toutefois donné pour ces neuf cosinus directeurs des expressions 
simples qu il nous reste a faire connaitre. 

Calculons d’abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai- 
sant ¢ = o dans les expressions qui donnent sin9, cos, sin, cos, 


on trouve 
3 . ra e . 5 
sin) = 1 Ve, — 3 Ena, cosOy = Esa”, Sin) =I, COS) = 0; 


on a ensuite, en affectant d’indices supérieurs o les valeurs ini- 
: aera _ Teves 
tales des cosinus, et se rappelant que 4) = 0, 


Os O == OF aic — a — gy] : 
=O, Cea, ew = 0% Oy == COS, (OF = oy § = — sin§y; 


v9 == Sli 0y, © “yo eo8 | wy Stecosty. 
Rappelons encore les formules de Cinématique 
a) = 7d, — Fas, a = pas — ra, a, = Ga, — Poo, 


et celles qu’on en déduit par les permutations circulaires effec- 
tuées sur les lettres «, 8, y, permutations qui Jaissent invariables 
les quantités p, q, 7 aussi bien que les indices 1,2, 3; dans ces 
formules, comme dans celles qui suivent, les accents indiquent 
les dérivées prises par rapport a ¢. 
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En utilisant ces relations, le fait bien connu que dans le déter- 


minant 
A, A, M3 
By Be Bs ? 
Di eeege ls ING 


chaque élément est égal au mineur correspondant, et les résultats 
-déja acquis, on trouve sans peine 


Ag+ eB, _ 4343+ B38, + ce(a3 8), — a5 Bs) 


d : 
oF log (a3 + 283) = 


a + veBs ag + BS 
pif 2 2 
mes La hea. CE 
es ele = COP ied (2). ae eu ae 
i= ¥e : Oe Tes 20 
we? a” Bb 
1d ms r2 ee dy d Ieee dy 
=-— 1— — et = — si te —. 
2 dt °® py? c2 dt di °® dt 


En intégrant entre les limites 0 et ¢, et en se rappelant que pour 
t= 0, 43+ 7283 doit se réduire a 


=e sind, —€ \/e; —eg boo? 


ce qui détermine la constante d’intégration, on parvient aisément 


a la formule 


es (at) 


3 + 18803 = yen — e3 So0 Ost 


elteua+ly)t. 


En changeant z¢ en —z dans cette formule, ce qui change » de 


signe, on obtient 


aCRagy 


Ge 160; = —€ 4/6) — ey = 


—(depa+ho)t ; 


en sorte que a; et 83 sont entiérement déterminés. 


On a ensuite 


ee veBs 


ty + 168. = 


= [E 500) 2vk Bee: tee AD E13¢] eNO eliev.a+ty)t 
$12” ¢32% C03 & $23 02” S15 io pea) 
O10 C30 TE Tol+ OV ToV C,to3f 


eliepatte)t 
— 29 C3¢5(9 +2) ’ 
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et, par conséquent, en tenant compte de la formule (XV,), 


a 
Jo(v — Z) . 4 
oy + teBo = E eliepatlo)t 
é ie CoV 03¢ 2 
Gy — téBy = wont) e— eu.a+lo) t 
To? T3t 
De méme 
7 —— NPY Tien 
Pe yy ce, SELLE ea 
wy — ie Ba 
; Co Ost 
mee = E E E £ 3 SES USSG: 
= le |(€3— €2) Son? F190 Fost S13t + ba00 Cost eldepa 
[(e3 2) S02? Ero 0 Eo3 ¢ E45 £320 C23 lesen) 


(€3 = €2 ) OP O10 CES E+ Oo0 O30 0nt G3 
Oo(0 +t) og0 ost 


= 15 


eltepatto)t 


ou, en tenant compte de la formule (XV5), 


. : om (v — t) os 4 
Oy + vey = S TR Cay elteparte)t 
t1 — teB, — TiS EN in) e—(lep.atly) et, 


Oo” 3h 
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CHAPITRE II. 


PREMIERES APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMETIQUE. 


§ I. — Division des périodes par un nombre entier. 


676. Nous allons nous oceuper du probléme qui consiste a 
trouver, quand on se donne gy et 93, 0u 4, les valeurs de pap, ou 
SN@p,g, ou l’on a posé suivant les cas 


2PW, + 2g 2pK + 2qtKk" 
Es eR CE Pee eae 


en désignant par nun entier positif donné et par p, g des entiers 
quelconques, tels toutefois que 2p, 2qg ne soient pas tous les deux 
divisibles par n. Ce probléme se relie au probléme de la transfor- 
mation d'une part, et, d’autre part, ala recherche des valeurs de 
Pp en quand on se donne pu, snu, c’est-a-dire au probléme 

n n 
de la division de argument; pour g. = 4, g3= 0, ilest, d’ailleurs, 
identique au probléme de la division de la lemniscate dont nous 
nous occuperons plus loin. 

Le probléme ne se présente pas pour n = 2; ila été complete- 
ment résolu pour n= 4 (n°s 117, 334); nous réunissons ici les 
formules que l’on a obtenues; les signes supérieur et inférieur se 
correspondent dans les deux membres d’une méme équation : 


W3 Ew, 


pot er+(er— es) fh, po = es — (eres) K’, P— = 2 = Wer — 3) kk’, 
K I ik’ i Keer k’ WV ey Ake 
G0) SaaS = SY) 0) Sat Se ee sn 
a ae Z Vk - avk 
c Ki rk 1K gi VF 
op ee Vk ie EE es cK ei VR 
2 Vrak 2 k 2 v2 Vk 
= ne Kea ki 
eee dn! =k, dn KEK’ _ ve’ Qin ey ok) 
2 2 2 V2 
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fi , = ’ 
677. D’une facon générale, les valeurs de pap, sont racines d’une 


3 , ne—t n? — 4 * 
équation f(y) =o de degré —~— ou —.—, suivant que 7 est 


: Dela: , , eat 0s ASG 
impair ou pair, équation que ]’on a appris a former aux n° 456, ..., 
460 et dont on obtient, suivant les cas, le premier membre 


en remplacant pu par z dans W,,(w) ou dans oie We) CLV a) 


stivant que m est impair ou pair, la premiére ou la seconde de 
ces expressions est un polynome en pw dont les coefficients sont 
des polvnomes entiers en 2», 23 a coefficients numériques ration- 
nels. Quant a l’équation F(z) dont les racines sont les valeurs 
non nulles de sn?a@p,q, elle se déduit immédiatement de la précé- 
dente; en regardant pour un instant K et K’ comme des fonctions 


de <, puis en prenant w,=K, w;=/K’, et, par suite, /e,—e3;=1, 


I 1+ k 


sn2(u| 7) a 


TOCA || Uy BAO) ce 


en sorte que l’équation F(z) =o résulte de ’élimination de y 
entre les deux relations 


ae yse 


ale 


S(y)=% y= 
on a alors 


f= 1 (+0, 83= — (2k —3k* —3k?+2), 
et les coefficients de l’équation F(z) =o sont évidemment des 
polynomes en /? a coefficients numériques rationnels. 

Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas 
oln = 2y-+-1 estun nombre premierimpair; l’équation f(7) =o 
est alors de degré $(m? —1)=2v(y +1). Puisque ses coeffi- 
cients sontrationnels en gy, 93, elle ne change pas quand on rem- 
place w,, ws par Q, = aw, + Bw3, Q; = yw, + bus, a, 8, y, 6 étant 
des entiers qui vérifient la relation «3 — By =1: en effet, ces sub- 
stitutions ne changent ni les quantités gs, g3, nila fonction pu. 
De méme l’équation F(z) =o, de degré 2¥(y-+-1) en z, ne change 


aL ; , , 
pas quand on remplace 7 par ee ae B,y,0 étant des entiers qui 


a+ Br 


vérifient la condition «6 — By = 1, les nombres @, 6 étant en outre 


(") (XVI) Cf. Nouv. Ann. de Mathém., 3° sév., t. XIX, p. 2. 
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assujeltis a étre impairs, el les nombres 34 y etant pairs, puisque 
ces substitutions ne changent ni 4”, ni sn2w. 


678. Appelons élément un couple de nombres entiers (p, 7) 
rangés dans un ordre déterminé et qui ne soient pas tous deux 
divisibles par n. Nous dirons que deux éléments (p,q), (p', 7’) 
sont indistincts lorsque les deux nombres p— p', g—q/ ou les 
deux nombres p+p',¢+q' sont divisibles par n, en sorte que l’on 
ail p(ap,q) = p(Ap’,q’). On observera que l’on peut toujours rem- 
placer un élément donné (p, g) par un élément (p’, q/) qui n’en 
soit pas distinct, et dans lequel p’, g’ soient premiers entre eux; 
On peut méme imposer, en outre, a p’, q’ la condition de donner 
comme restes, pour un module quelconque a, premier a 7, des 
nombres ¢, 4 arbitrairement choisis, pourvu que l’un d’eux soit 
premier a a. Rappelons, en effet, que la forme Az + B, 04 Aet B 
sont des enters fixes et z un entier variable, peut représenter une 
infinité de nombres premiers 4 un nombre entier quelconque C 
premier aA; on obtient l’un d’eux en choisissant « de mani¢re 
que le reste de la division de Az + B par C soit 1 ou un nombre 
quelconque premier a C; ceci posé, on déterminera deux entiers 
ho, Yo qui vérifient les congruences 


prin=sz, qgtpn=n (mod. a); 
toutes les solutions de ces congruences sont de la forme 
IX == iy 22 OL w= po tay, 
az et y étant des entiers arbitraires; on prendra 
P=HprArn+tanz, G=tmnrtany; 


Yun des nombres p + Aon, g + pon est, par hypothése, premier 
& @; supposons que ce soit p + Agr; si p nest pas divisible par 7, 
p' sera premier a an quel que soit x que l’on fixera arbitraire- 
ment; on choisira ensuite y de maniére que gq’ soil premier a p’; 
si p= h,nestdivisible parn, dy + Ao + @& sera premier a a quel 
que soit #; on choisira 2 de maniére que A, + Ao + ax soit pre- 
mier a 7 et, par suite, 8 an; puis, en observant que g est certai- 
nement, dans le cas présent, premier an et qu'il en est de méme 
de q’, quel que soil y, on choisira y de maniére que gq’ soit premier 
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AA, + Ao + aa, et, par conséquent, ap’ = n(hy +o + ax). On 
peut, par exemple, supposer p’ = 1, g’=o(mod. 16). 

Il y a 2v(y+1) éléments distincts, qu’on obtient, par exemple 
(n° 458), en donnant a p la valeur o et ag les valeurs 1, 2, ..., ¥, 
VY SS Se ig. ota 
0, +.., ¥—1, ¥. Nous appellerons systéme complet le Tableau 


a p Vune des valeurs 1, 2,...,v et ag les valeurs 


formé par 2v(y +1) éléments distinets. 


679. En désignant toujours par, %, y, 6 des entiers qui véri- 
fient la relation #6 —8y—=1, nous dirons que l’élément 


(2p +y7q, Bp+6q) 


est le transformé de V élément (p,q) par la substitution 


See a) 
= \y3/ 

Deux éléments (p, 7), (p', q’) transformés par une méme sub- 
stitution S donnent des éléments distincts ou non, suivant que 
les éléments (p, 7), (p’, g') sont eux-mémes distincts ou non. Si 
l'on transforme tous les éléments du systéme complet, par la sub- 


stituuion S, on reproduit le systéme complet. 
Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 


= ae. : ; : , : 
2) Ss ( 5) ou a, 8, y, 6 sont des entiers qui satisfont aux condi- 
73 
: pb hy , : ; fen © 

lions suivantes : #6 — By est égal a 1, B est pair et l’on a, en 
outre, ¢ = 6 =1, y= 0(mod.16). L’intérét d’une telle substitu- 


Se Sue? Ov , é 
az ne change ni 


lion consisle en ce que la substitution de 


Bt 


i 


respectivement en aK + 78K’, yK+ 76K’ (XLVII, LXXX). La 


substitution inverse d’une substitution & et le produit SS’ de deux 


(cre V(x), ni la fonction sn(w|t) et qu’elle change K, AS 


substitutions (n° 146, 147) qui satisfont aux conditions précé- 
dentes sont eux-mémes des substitutions qui satisfont & ces con- 
ditions; les substitutions ¥ forment un groupe. 


680. Etant donnés deux éléments distincts, on peut trouver une 
substitution & telle que le premier élément, transformé par cette 
substitution, devienne le second élément, ou plutét n’en soit pas 
distinct, Supposons que le premier élément soit (0, 1) et soit 


APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMETIQUE. 209 


(p, 7) le second élément; (0, 1) transformé par ¥ devient (Gauiey § 
il est permis, en remplacant au besoin (p, g) par un élément qui 
n’en soil pas distinct, de supposer p, g premiers entre eux, puis 
p=0,q=1(mod. 16); 0n prendra y =p, 5=g, puis, en dési- 
gnant par %, 8» une solution entiére de l’équation ga — pB =1, 
on devra prendre «= 4%)+Ap, ®=8o+q; on choisira l’en- 
tier ) de facon que § soit pair; la condition ga — pB=1, qui est 
toujours vérifiée, montre, d’ailleurs, que l’on a « =1 (mod. 16); 
toutes les conditions imposées pour que la substitution S soit une 
substitution Y sont alors vérifiées. La substitution D-', inverse 
de &, transformerait l’élément (p, g) en (0, 1), et une nouvelle sub- 
stituuon &’ du méme type transformerait l’élément (0, 1) en un 
autre élément arbitraire (p’, q’); la substitution composée L'=~', 
qui apparuient toujours au méme type, transformerait donc l’élé- 


ment (p, q) en (p’, 7’) ('). 


681. Les v éléments (rp, rq), ob r =1, 2, ..., ¥, sont distincls ; 
nous dirons quils appartiennent a une méme ligne. En don- 
nant a 7 une valeur fixe et a 7’ les valeurs 1,2, ..., v, les élé- 
ments (77’p,rr’q) reproduisent la ligne 4 laquelle appartient 


(1) Si Von veut s’oceuper de Véquation qui a pour racines les valeurs non 
nulles de sn(a@, ,); et non les carrés de ces valeurs, il est nécessaire de modifier 
un peu ce qui précéde et, en particulier, la définition de deux éléments indis- 
tincts; deux éléments (p,q), (p', g’) seront indistincts si lon a 

Ethno. : SEG AO Aha 
c’est-a-dire soit 

p'—p=o (mod. 2n), q—q=o (mod. n), 
soit 

p'+p=o (mod. 2n), q+q=o (mod. nr); 


le cas ou p, g seraient tous deux divisibles par m est toujours exclu. Les der- 
niéres congruences montrent que l’on peut, si l’on veut, supposer p impair. Le 
Tableau des éléments distincts contient alors n?— 1 = 4v(v +1) éléments. Deux 
éléments restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substi- 
tution ©. En modifiant légérement la démonstration du texte (n° 678), on recon- 
natt aisément que l’on peut remplacer un élément (p, g) par un élément (p’, g’) 
qui n’en soit pas distinct, et pour lequel on aura 


p=1, g'=o (mod. 16). 


Dés lors, on voit de suite qwil y a toujours une substitution E qui transforme 
un élément donné en un élément donné, pouryu, bien entendu, qu’on ne distingue 
pas les éléments indistincts. 
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l’élément (p,q), car les valeurs absolues des restes minimums des 
nombres r7/(mod. nr) sont les nombres 1, 2, ..., v. Un élément 
détermine la ligne a laquelle il appartient. Le Tableau (T) des élé- 
ments du systéme complet, rangés en lignes, contient 2(y +1) 
lignes. Les éléments d’une méme ligne, transformés par la substi- 
tution S, restent les éléments d’une méme ligne. Deux éléments 
(p,q), (Pt, 71) appartiennent ou non a la méme ligne, suivant 
que le déterminant pg, —piq est, ou non, divisible par n; il 
suffit évidemment de démontrer que, pg; —piq étant supposé 
divisible par n, les deux éléments (p, 7), (pi, G1) apparuiennent 
i la méme ligne; or, si p est divisible par n, il en est alors de 
méme de p,, puisque g et p, ne sont pas a la fois divisibles par 7 ; 
on en conclut de suite que (p, 7), (Pi, Gs) appartiennent a la 
méme ligne formée des éléments (0, 1), (0, 2), -.-, (0, ¥); SI p est, 
au contraire, premier a 7, il existe deux entiers 7, s tels que l’on 
ait py =pr-+ns, et l’on aura 


PU — Pid = PU — (pr+ns)q=pl(qi—qr)=o (mod. x); 


d’ou l’on conclut que g, — qr est divisible par n, comme p, — pr, 
et que les éléments (p, g), (1, gi) appartiennent donc a la 
méme ligne. 


682. I] existe une substitution © qui transforme deux lignes 
différentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
lignes différentes, choisies elles-mémes arbitrairement. En vertudu 
raisonnement employé a la fin du n° 680, il suffira de démontrer 
la proposition en partant des deux lignes 


(0,1), (0,2), ---, (0,¥), 


(1, 0), @,o). ts ae (vy, 0), 


qui deviennent, si lon en transforme les éléments par la substi- 
tution &, 

CHRO HOD ome (Ona 

(a, B), (20/98); le ete) (va, vB); 


nous voulons que ces deux lignes coincident respectivement avec 
celles qui contiennent les éléments (p, q), (7, s). 

Ayant choisi p, g premiers entre eux tels que Von ait p =o, 
7 = 1 (mod, 16), nous prenons d’abord y = p, 6 =q; nous deyons 
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prendre ensuite «= r-+an, 8 =As + bn, en désignant par a, 
b, ). des entiers, de maniére a vérifier d’abord la condition 


a q%—pp=t, 
qui entraine 
(qr — ps)}-+n(qa— pb)=1; 


q’ — ps est premier a7, puisque les deux éléments (p, 7), (r, 5) 
appartiennent a deux lignes distinctes; on peut donc déterminer 
les entiers X, ». tels que l’on ait 


(qr—ps)A+np=t, 


puis, les entiers p, g étant premiers entre eux, déterminer les en- 
tiers a, 6 de facon que Von ait 


qa—pb= nz. 
Si @, bo sont une solution de cette équation, on prendra 


a=hr+n(ay+pe), B=As+n(b+ 2), 


z étant un entier que l’on choisira de fagon que 6 soit pair, ce qui 
est toujours possible, puisque ng est impair; alors, a cause de la 
relation «ag — Bp =1, on aura a =1 (mod. 16). 


683. Ces considérations arithmétiques vont nous fournir des 
renseignements précieux sur les équalions que vérifient les quan- 
tités sn?(a@p,7), P(@p,q)» Nous raisonnerons sur la premiére; les 
raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu’onn’a 
pas besoin de tenir compte des conditions imposées a 4, 8, y, 6 
en dehors de la relation 46 — By = 1. 

Fixons un corps (‘) Q, formé au moyen d’éléments numériques 
quelconques et de la fonction 9(+) et considérons une équation 
f(s) =0, entiére en z, dont les coefficients appartiennent au 


(') Un corps, ou domaine de rationalité, est un ensemble de nombres, con- 
stants ou variables, tels que, si deux éléments figurent dans cet ensemble, la 
somme, le produit, le quotient de ces deux éléments y figurent aussi. Tous les 
nombres rationnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si l’on veut, 
supposer que le corps 2 comprend seulement tous les nombres rationnels et 
toutes les fonctions rationnelles de 9(7) a coefficients numériques rationnels. 
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corps Q, et qui soil vérifiée quand on y remplace z par 


2pK +2 iqk’ 


Jt 


sn?(@p.q) = sn? 


ou p, g sont deux entiers donnés, non divisibles tous deux 
par v; il faut entendre par 1a que la fonction analytique de <, 
J [sn2 (p,q) ¢], ou 7 entre dans 9, dans sn, dans K et dans K’, est 
identiquement nulle. Si, dans cette foncuon, on remplace 7 par 


0) : ore : PA ed é 
eae Ow 3 == € | est une substitution qui satisfait aux con- 
4+ )t 4 


ditions précisées plus haut (n° 679), 9 ne change pas, non plus que 
la foncuon sn wu qui reste la méme fonction dew, et apjq est rem- 
placé par ap en désignant par (p’, g’) le wansformé par © de 
Pélément (p, g); on voit done que f[sn?(ap',9'), 9] est toujours 
nul. Comme (p’, g’) peut coincider avec n’importe quel élément 
du systéme complet, on voit que l’équation f(z, 9) = 0, du mo- 
ment qu’elle admet pour racine une des valeurs de sn?(a@p,,), les 
admet toutes. 

Soit maintenant F(z) =o l’équation méme que l’on a appris a 
former au n° 677 et quia pour racines les valeurs non nulles de 
sn? (@pjq); ses coefficients appartiennent au corps Q. I] est im- 
possible que F(z) admette un diviseur entier en z dont les coeffi- 
clients apparliennent au corps ®. Si l’on avait, en effet, une iden- 
tité de la forme 


Fiz) =fils) fo(4)---, 


ot fi(z), fo(s), «-- seraient de tels diviseurs, chacun de ces 
polynomes deviendrait une fonction analytique uniyoque de 7, 
quand on y remplacerait 3 parsn?(d@p,,); leur produit F(z) étant 
nul identiquement, l’un d’eux, /,;(z), par exemple, serait aussi 
identiquement nul; il admettrait done Ja racine sn?a@p 4 et, par 
suite, toutes les 2v(v-+1) racines de F(z); il serait donc iden- 
lique a F(z) a un facteur constant prés apparlenant au corps Q; 
Péquation F(z) = 0 est donc irréductible dans le corps @ ('). 


(') Si Pon considére ’équation F(a?) = 0, obtenue en remplacant z par 2°, 
et qui a pour racines les valeurs non nulles de sna@,_, on reconnait de méme, 
en utilisant les remarques contenues dans la note du n° 680, qu’elle est irréduc- 
uble dans le méme corps. 
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684. Ceci posé, envisageons une fonction symétrique rationnelle 
S(41, Bs,+-+, Sy) dey variables 3,, 32, ..., 2, dont les coefficients 
apparuiennent au corps 2; remplacons-y pour r=1, 2,...,¥ la 
variable z, par la fonction rationnelle (1) de sn?u qu’est sn?ru, 
puis sn?w par z, et désignons par R(s) la fonction de s ainsi 
obtenue. Cette fonction R(z) prend la méme yaleur quand on y 
remplace z par l’une quelconque des y valeurs de 


sn?(rap,q) = 80? (App,rq) CP Sy Dy sony W)p 


c’est-a-dire par l'une quelconque des y racines de EZ =o qui 
correspondent aux éléments d'une méme ligne du systeme com- 
plet : lexpression 


R(sn*@p,q) Ou S(sn*a@pq, sn? @ep.og, ---, $02 Ayp,yq) 
, XN 
est égale a 
R(sn?@pp,rq) OU S(sn?@pp pq, 80? Aerp,org, - ++, SN? Avpp.vrq)) 


puisque les nombres rp, arp, ..., yrp sont congrus (mod. n) 
Auxtmombres: == p,- op,..., == p,.que les nombres 7g, 27g, <4, 
yrg sont congrus (mod. nm) aux nombres +q, 29, .... Hvq, 
et que la fonction S est une fonction symétrique de ses éléments. 
La fonction R(z), quand on y remplace 2 par les 2y(y +1) ra- 
cines de F(z), n’est donc susceptible que de 2(v+-1) =n +1 va- 
leurs au plus; nous allons montrer qu'elle en a exactement n +1, 
a moins de se réduire a un élément de Q. 
Supposons, en effet, que lon ait 


R(sn?a@p,.7) = R(sn? apa’), 


quoique les éléments (p, 7), (p’, g’) appartiennent a deux lignes 
io is 4 apparent 
Gh Se bye 3 0 

au type défini plus haut (n° 679), et en désignant par (p,, 41), 
(p,, q7,) les twansformés par 2 des éléments (p, ¢), (p', g'), on 


aurait encore 


distinctes; en remplacant 7 par 


R(sn?@p.9.1) = R(sn?@p:q1)3 


2 t , t a _ x 
mais, comme les éléments (pi, 91), (Py. 7,) peuvent apparleni 


(1) Les coefficients de cette fonction rationnelle sont des fonctions entiéres, a 
coefficients numériques rationnels, de 9(7). 
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4 telle ligne que l’on voudra (n° 682), ilen résulterait que la fone- 
tion R(s) ne saurait prendre deux valeurs distinctes pour deux 
racines de l’équation F(z) =o0, quel que soit le choix que nous 
fassions de ces deux racines; la valeur unique de R(z) serait donc 
un élément de Q. 

Si nous écartons ce cas, on peut done dire que par la transfor- 
mation y = R(s), l’équation F(z) =o se réduit nécessairement 
4 une équation G(y) = o de degré (nm +1), dont les coefficients 
apparuennent au corps Q; elle est irréductible dans ce corps; elle 
a pour racines les (n+ 1) valeurs jo, V1, »--) Yn que prend R(s) 
quand on y remplace =< par sn?a@pq et (p, g) par n+ 1 éléments 
appartenant aux n + 1 lignes distinctes du systeme complet; cha- 
cune des racines correspond a une ligne de ce systeme complet. 

Si ys est une de ces racines, les deux équations 


F(z)=0, ys=R(a) 


ont y racines communes, a savoir les y racines 3,5, 32,5, --+) Zy,s de 
F(s) =o qui correspondent a la méme ligne que ys; ces v racines 
dépendrontd’une équation g (3; v5) =o, que l’on obtendra en cher- 
chant le plus grand commun diviseur de F(z) et de R(s) — ys, en 
sorte que les coefficients de g(s; ys), envisagée comme une fonc- 
tion de z, sont des fonctions rationnelles de y, et des éléments du 
corps 2; en d’autres termes, ces coefficients apparuiennent au 
corps ®, formé en adjoignant y, au corps Q. 

Dans ce corps Q,, l’équation en 2, f(3; vs) =0, est, d’ailleurs, 
résoluble par radicaux; il est aisé de voir qu’elle appartient méme 
au type le plus simple des équations résolubles par radicaux, car 
elle est cyclique. En effet, sid est une racine primitive du nombre 
premier 7, les valeurs absolues des restes minimums (mod. n) 
des nombres 4, i”, ..., A” sont les nombres 1, 2, ..., v rangés 
dans un certain ordre; de plus, AF! est congru a A. Il résulte de 
la que chaque élément d’une ligne s’obtient en multipliant les 
deux termes de l’élément précédent par X, et qu’on reproduit le 
premier élément en multipliant le dernier par}. Si done on re- 
présente, pour un instant, par 9(sn?w) la fonction rationnelle 
de sn?u qu’est sn?(Aw), fonction dont les coefficients sont des 
fonctions enti¢res de 9(z) a coefficients numériques rationnels, 
on voit que les racines z,, 32,..., 3, de l’équation Bs; V5) 0 
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peuvent étre rangées dans un ordre tel que l’on ait 
be =0(2;), 3 = 0(£2), woes eyi—10(CZyaa)s 2, = 0 (4,); 


cest le caractére des équations cycliques. 
Observons encore que si y’ = R'(s) est une autre fonction de z 
* t ae ) (deiet2 S ’ fe 0 / / a 
formée comme R(z)1’a été, et si l’on désigne par yi), 1, +++) Vn 
les valeurs de y’ = R’(z) qui correspondent respectivement aux 
mémes lignes du systéme complet que les valeurs yo, 71, ..-, Yn 
de y = R(s), il existe une relation de la forme 


Me (Vs) (SO) Ty By 00 on 70))5 


ot! VW désigne une fonction rationnelle de 7; dent les coefficients 
appartiennent au corps Q,;; en effet, l’expression R’(z) conserve 
la méme valeur vy, pour toutes les racines 2;,5, 22,5, »-+, 4v,5 de l’é- 


25: 


7. 
é F l eas 
quation en Zz, 9(5, Vs) = 0; el y, == » R(z;,s) est évidemment 
Psa 
une fonction rationnelle (dans 2) des coefficients de l’équation 


& (4; Ys), c'est-a-dire de 9’. 


685. Des résultats tout pareils concernent |’équation f(y) = 0 
dont les racines sont les valeurs de pap,,; au lieu du corps Q on 
considérera toutefois un corps Q' formé au moyen d’éléments nu- 
mériques quelconques et des quanlilés go, 23. 

L’équation f(y) =o est irréductible dans le corps Q’. Une 
fonction symétrique (ou méme cyclique) des quantités pap, re- 
latives & une méme ligne et dont les coefficients appartiennent au 
corps ', est racine d’une équation de degré n +1, dont les coeffi- 
cients appartiennent a ce corps, et cette équation est irréductible 
dans ce corps si les valeurs de la fonction symétrique (ou cy- 
clique) considérée changent quand on passe d’une ligne a l’autre. 
Toute autre fonction symétrique (ou cyclique) des mémes quan- 
tités pap.g qui garde la méme valeur pour les éléments d’une 
méme ligne, et dont les coefficients appartiennent au corps ’, est 
alors fonction rationnelle de la premiére. 


Une racine de l’équation irréductible de degré (nm +1) corres- 
Rai 


pond a une ligne du systeme complet d’éléments et les va- 


2 
leurs de pdp,q pour les éléments de cette ligne sont racines d’une 
T. et M. — IV. 19 
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ih? MI ° ° 
dont les coefficients appartiennent au 


équation de degré 


corps ®' obtenu en adjoignant cette racine 4 Q’. Dans le corps Q,, 


D—t1 Bitar : 
est irréductible. 


va O 4 
Péquation de degré 


686. Parmi les fonctions symétriques des quantités pap,q rela- 
tives 4 une méme ligne, qu’il convient d’employer, la somme 
P—=pap,q se présente d’autant plus naturellement qu'elle figure 
déja dans les formules de transformation (XXI). Il resterait, il est 
vrai, 4 prouyer, pour pouvoir affirmer que P vérifie une équation 
irréductible de degré n +1, que P change de valeur quand on 
passe d'une ligne a l’autre; dans les cas particuliers ot n =3, 5, 
que nous examinerons plus loin, Virréductibilité de l’équation 
en P, du quatriéme ou du sixiéme degré, apparait toutefois direc- 
tement sur l’équation méme et le changement des valeurs de P 
quand on passe d’une ligne a l’autre en résulte. 

M. Kiepert a montré que, pour n > 3, la fonction 


7 —aV, 
R= f ; [P(74p,9) — P(27ap,q)], 
resael 


‘ fot ae ee 
Oly == » etait particuliérement avantageuse. On reconnait 
de suite qu’elle est une fonction symétrique rationnelle des v quan- 
lités p(rap,q), puisque p(2rdp.7) est une fonction rationnelle 


de 22, 3, P(7ap,q), en sorte que R peut étre mis sous la forme 


Tima, 


TP] Fe cel, 


al 


F désignant une fonction rationnelle de PUTa pg): 


(') R peut étre mis sous une forme intéressante que le lecteur retrouvera sans 


peine en reprenant les formules des n*® 372, 373 (voir lHrrata), On a, en conti- 
72 —— 


nuant a désigner ——— par v, et en écriyant is at au lieu deR, 
aT ? 


ipo] r=v 
Bl ya 
(iz) 
R,, = (—1) | | Pee fl OR) (ara, |= | | ca 2 
Pd "Parq Pte SP anpsang 4 (ar : 
er , , y ES (27a, 4) 7 (7a, ,) 


Au moyen des formules (VI,) et en partant de la derniére expression de Rag 
? 
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§ II. — Equations modulaires. 


687. Considérons d’abord les deux fonctions doublement pério- 

diques p(w] w,, w3) et p (u | a, vs) ou nm est un nombre pre- 
A : | eae 

mier impair donné. La formule (XXI,) permet d’exprimer la se- 
conde de ces deux fonctions au moyen d’une fonction rationnelle 
de la premiére; les coefficients de cette fonction rationnelle de 
p(ulw,, ws) ou plu; £0, 8&3) dépendent des quantités pap o. 
En développant les deux membres de cette égalité suivant les 


puissances de uw et en égalant les coefficients de u? et de u3, on 
obtient immédiatement les expressions des invariants G2, G3 de 


. Wy 
la fonction p(w|-—, ;) au moyen de go, g3 et des sommes 
n 3 629 6 


i n—t 
DrPeay: arn . 0 
Jia, p(tv) =; si, dans ces expressions, on remplace 
J nr J n i ? 
r=1 yl 


les dérivées de p par leurs valeurs (XCVII) en fonction des puis- 
sances de p, ona 


n—1 
2 wy 
Go = 2+ 60 > p2 = —5(n —1) 22, 
Joma | 
Gy 
n—1 ei 
, 2rw, 2Prwy j 
G3 = 3 + 140 > Deg ete as eee 
71 Tiel 
on trouve sans difficulté, en supposant n= 6g 1, 
a. o p—2 
Bog = (— 8 Togs 
ot l'on a posé 
iy) nV 
v (v+1) ; ow y v(v--1) (anne ae ie 
T Se Sara Opn t2qns)ay g g(ra,.) = t einre!? q i [ S, P+Tg f 
Pod Pd Se (0) n ? 
Pt pei 


en particulier 
v 


iV = 
poy Aa Rie TNO; vn A(nt) _ j= h(n) @\eer 
Ty =[ ary | I:(G)= = hay = A(t) (109) 


Ces diverses transformations résultent sans peine des formules (XXXI,), (XXXIIJ,), 
(XXXVI,), (XXXVHI,,), (LL), (LMI,); on rappelle qu’icz p, g désignent des entiers 
qui ne sont pas tous deux divisibles par v. Pour plus de détails, voir KiEPERT. 
Journal de Crelle, t. 87, p. 199; t. 95, p. 218. 


218 FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


2704 
sont des 


comme les fonctions symétriques des quantilés p 


VY 
e = 27rw 
fonctions rationnelles de l’une d’elles, P, = » p a » par 


r=1 
exemple, on voit que G2, G3 sont des fonctions rationnelles de g», 2, 
P, (a coefficients entiers); en d’autres termes, G2, G3; appartiennent 
au corps ®! obtenu en adjoignant P, au corps ®'; ou encore, il 
existe deux équations algébriques, a coefficients entiers entre Go, 
G3, 82, 8s- 

Si, entre ces deux équations et les deux équations (XX XVII; ), 
qui expriment que J(nz), J(t) sont respectivement des fonctions 
rationnelles a coefficients entiers de G2, G3 et de gy, 23, on éli- 
mine Go, G; et g2, par exemple, on obtient une équation algé- 
brique a coefficients enters, entre J(m7z) et J(z); dans cette équa- 
tion ne peut figurer 93, car si l’on change w,, w3 en Aw,, Aw; oA 
désigne un nombre quelconque, 7 ne change pas, tandis que g3 se 
change en \~° gy. Il existe donc aussi (XXXVII,) une équation 


aleébrique, a coefficients enters entre k?(n7t) et k? (7). 


688. On peut encore reconnaitre l’existence d’une équation 
entre (k= \/k(t) et (2 = V/k(nz) en s’appuyant sur les résultats 
établis au n° 584, de maniére a obtenir quelques renseignements 
de plus. 

Supposons formée l’équation irréductible F(z) =o, de degré 
2¥(¥--1), quia pour racines les valeurs non nulles de sn?a,p_,; 
les coefficients de cette équation appartiennent au corps Q formé 
par les nombres rationnels et les foncuuons rationnelles a coeffi- 
cients entiers de 9(7) = \/k. Supposons aussi formée Péquation 
G(yv)=o0 de degré 2¥+ 2 donton a établil’existence au n° 684 et 
qui a pour racines les diverses valeurs d’une fonction symétrique 
de celles des racines de l’équation F(z) = 0 qui correspondent 
aux éléments (p, g) d'une méme ligne; si les coefficients de la 
fonction symétrique appartiennent au corps Q, il en est de méme 
des coefficients du polynome G(y). Enfin, supposons formée I’ équa- 
tion g (3; vy) = 0, du degréyen z, qui, lorsqu’on y remplace y par 
une des racines de ’équation G(y) = 0, a pour racines les valeurs 
de sn?a,,, correspondant a la méme ligne d’éléments (p,q) que 
la racine de l’équation G(y)=0; les coefficients de l’expres- 
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sion g (3; y), envisagée comme un polynome en y et z, appar- 
tiennent aussi au corps Q. . 
Ceci posé, reportons-nous a la formule (LXXXVI,) qui peut 


s’écrire 
tN 


e(nz)=vi= (ve [oes 


eel Ey 
dn2apo 


sl Vo est la racine de l’équation G(y)= 0 qui correspond a la ligne 
(1, 0), (2, 0), ...,(¥, 0) du systéme complet d’éléments (p, ¢), le 
second membre, qui est évidemment une fonction symétrique de 
sn?(a@,,o), SN? (d2,9), ..-, sn? (ayo), c’est-d-dire une fonction sy- 
métrique des racines de l’équation en z, g(2; 7») = 0, s’expri- 
mera au moyen d’une fonction rationnelle R(y,) de yo, dont les 
coefficients appartiennent au corps Q; il en sera donc de méme du 
premier membre o?(nz) ou Vl. 

Si, maintenant, dans l’équation G(y) =o, de degré 2v-+ 2 
en y, on fait la transformation = R(y), on obtiendra une équa- 
tion en #, de degré 2v-+2—=—n-—+1, dont les coefficients appar- 
tiennent au méme corps Q, et que vérifie \/d; cette équation peut 
étre formée, en suivant la méthode précédente, par des calculs 
purement algébriques; nous en donnerons des exemples pour 
n=3 etn=5. Cette équation est dite éguation modulaire. On 
étend d’ailleurs ce nom a d’autres équations analogues. 

Observons que le méme raisonnements’applique mot pour mol 


ala quantité 


ie) r=v 


ie 1d bees ec lee 
SiGe sn2ap9 92” (7) A Sn? a) 9 


de Péquation (LXXXYVI;); on formera ainsi l’éguation au mul- 
tiplicateur, entre M et o(z), équation qui sera encore du degré 
9yv+o2=n+tienM. 


689. On peut se placer, pour définir ’équation modulaire ('), a 
un point de vue tout autre, d’ou nous allons voir que la fonction 


(!) Cf. M. Krause, Theorie der Doppeltperiodischen Functionen..., t. I, 
p- 203 et suivantes. Le lecteur qui voudra pousser plus avant l’étude des Fonc- 
tions elliptiques a l’Algébre pourra consulter le troisiéme Volume des Fonctions 
elliptiques de HatpuEN, et surtout les £lliptische Functionen de M. H. WEBER. 
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o(nz) elle-méme est racine dune équation algébrique, de degré 
n+ 1, dont les coefficients sont des polynomes en 0(T). 

Sit» est une solution de l’équation 9(7) = go, ot gy est donné, 
toutes les solutions de cette équation sont des transformées 
t ae de <) rentrant dans le type 1° du Tableau (XX,), 


el pour lesquelles on a 


linéaires 


yo +02 —1=0 (mod. 16), 


comme il résulte du théoréme du n° 525 concernant les solutions 


de l’équation 
o#(t) = k(t) = $5 


et de la formule (XLVI,, cas 1°) qui se rapporte a la fonction ¢. 


Toutes les valeurs de la fonction (nt) sont done de la forme 
> [ (y+ 8%) 
“1 a+ Bt 
ditions précédentes; il est bien aisé de voir que ces valeurs sont au 
nombre de n +1. 


| » ota, B,y, 6 désignent des enuers vérifiant les con- 


1° $i G est divisible par n, ona 


EE = 1) ee Gees 6 NT 
rf 


3 6 


= NT); 
a + Br Aran 
a-= — NT 
Tv 
@ ane treater 

en effet, les nombres «, mY) 2 vérifient les conditions impo- 
sées; d’abord leur déterminant est égal 41; puis la condition 
yo + 6?—1 =0(mod. 16), supposant 6 impair, implique y =o 
(mod. 8); en ajoutant membre 4 membre les deux congruences 

(n —1)¥8=0, yo+02—1=0 (mod.16), 
on trouve 


nyY.O+—1= (mod. 16). 


2° Si ® n’est pas divisible par n, on peut déterminer cing 
nombres entiers a, b, c, d, § tels que l’on ait 


ad —be=1, 


et cela quel que soit ty. Il faut pour cela que les nombres a, 8, 
ny, no soient proportionnels ana — b&, b, ne— d&, d, et comme 
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le déterminant des quatre premiers nombres est égal a 7, ainsi 
que celui des quatre derniers, le facteur de proportionnalité ne 
peut élre que +13 supposons qu'il soit +-1, ce qui ne restreint 
pas la généralité de la solution, et cherchons a satisfaire aux équa- 
uons 

na— b& =a, b=, ne—di=ny, ad =o; 
on en tire 


=k C= 16, e=y+6, na=a+ Be; 


il suffit évidemment de déterminer & de maniére que #—+ BE soit 
divisible par n, ce qui est possible, puisque 6 est premier a 7; rien 
n’empéche méme d’imposer a § la condition d’étre divisible par 
un entier quelconque premier a n, par exemple d’étre divi- 
sible par 16; a, b, c, d, § étant ainsi déterminés, et a, d étant 
impairs, b, c pairs, comme il résulte des expressions mémes de ces 


quatre nombres au moyen de «, 8, y, 6, §, ona (XLVI,), 


IN 8 12 — 
, y+ Ot ——— : tT) —é 
i, | Se : 
OU rare Bro 5 Ce 


dailleurs, cd + d? —1 =(y + 6§)n6+n?6?—1, si Von sup- 
pose € divisible par 16, est congru (mod. 16) a nyé + n?6?—1, 


et, par conséquent, puisque yo + 6? —1 est divisible par 16, a 
(n —1)¥d-+ (n?—1)6?, et, par suite, a n?—1; on a donc 


n>—1 


(ESR) CFE) 


690. Les diverses valeurs de ¢(nz) seront donc les valeurs 
distinctes de 


open (2a) tas ea 
Vv 

que l’on obtiendra, par exemple, en donnant a A les valeurs o, 1, 
2,..+-,a—1. On reconnait, d’ailleurs, trés aisément que les 
valeurs ainsi obtenues sont effectivement distinctes, sauf pour des 
valeurs spéciales de 7p. 

Il est clair, par ce qui précéde, que la substitution a 7 d’une 
valeur de + telle qu’on ait o(t)= (to) n’en peut altérer l’en- 
semble. Les fonctions symétriques élémentaires de ces (2-1) va- 
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leurs seront donc des fonctions algébriques de 9) = 9(7») qui ne 
sont sugceptibles que d’une seule valeur, quand on se donne ¢», 
c’est-a-dire des fonctions rationnelles de ¢, a coefficients numé- 
riques. Il existe donc une équation algébrique R(m, w) = 0, en- 
tiére, 4 coefficients numériques, entre w~—9(n7) et u= 9(7), de 
degré n-+1 enw. On voit de suite qu'une telle équation, ne de- 
vant pas changer par une substitution linéaire qui n’altére pas 9(), 
est irréductible dans un corps formé de nombres et de fonctions 
rationnelles de 9(z) a coefficients numériques quelconques; nous 
la supposons débarrassée de tout facteur ne contenant que w; elle 
admet les racines 


ietaa = es 
wi= Ol RS); w =(—1) 8 (=), (= 16 Seen) 


étant vérifiée identiquement, on voit, en y changeant 7 en nz, que 


n?—1 


Péquation R le 1) ll, a =o est vérifiée en méme temps 
que l’équation R(w, w)=o0, qui, ainsi, ne change pas quand on 


ni—1 


change wen (—1) * wet wu en w; d’autre part, le changement 
de zen 7+ 2(XLV,) montre que l’équation R(w, w) = o ne doit 


1 


| 3 


2 


pas changer quand on y remplace wu par vu et w par vw. On voit 
ainsi, en particulier, qu’en regardant uw et + comme du premier 
degré, l’équation R(w, w) =o est aussi bien du degré n+ 1 en u 
qu’en «, qu’aucun terme du polynome R(s¥, w) ne peut étre de 
dimension impaire, qu’aucun de ces termes ne peut non plus con- 
tenir une seule des deux variables #, uw a une puissance qui ne soit 
pas un multiple de 4. 


691. Ces remarques permettent de réduire notablement le 
nombre des coefficients numériques de ce polynome, qu'il reste a 
déterminer. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynome écrit 
avec des coefficients indéterminés, = 9(nt) et w= 0(c) par les 

4 


développements entiers en g* que l’on déduit immédiatement des 
formules (XX XVIII,); on égalera ensuite a zéro les coefficients des 
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£ 
diverses puissances de q*. Sauf le facteur \/2, qui disparait a cause 
de la parité des termes de R(«, w), ces coefficients sont entiers; 
on aura donc, pour déterminer les coefficients de R(, wu), a 
résoudre des équations du premier degré a coefficients entiers; 
les solutions seront des nombres rationnels, ou méme, si l’on 
veut, entiers. Les coefficients de l’équation R(w, w) = 0, consi- 
dérée comme une équation en , appartiennent donc au corps . 


692. On écrit habituellement cette équation l’éguation mo- 


n?—1 


dulaire proprement dite, en y remplacant w par (—1) ° 9; 


? 
elle a alors pour racines 


It 


io . 
(41) 8 wer), (=), CON = Op Ts, Oe poe, 20s 


A Péquation R(w, w) =o qui relie les deux fonctions w = (nz) 
et w= (Tt) correspond une équation toute semblable reliant les 
deux fonctions w= 4(7) et u= Y(nt). Si, en effet, dans l’équa- 
tion 

R[e(nz), o(*)] =09, 


: A ee 6 I 
ui est vérifiée identiquement en t, on remplace t par — —, elle 
q ) i ne 
devient 


R[Y(z), y(rz)] = 0. 


Le méme mode de raisonnement permet de prouver l|’existence 
@une équation algébrique a coefficients entiers, entre J(nz) et 
J(z) qui, quand on regarde J(z) comme donnée, a pour racines 


UCiOnS.). (=), (GSS Oh Thy Dey wb by 1 = Nhs 
elle est du degré m +1 par rapport a chacune des quantités J(n7), 
J(<); elle est irréductible dans le corps formé par les nombres 
rationnels. 

Il convient d’insister, enfin, sur ce que les formules (LVHLI) 
de Schréter permettent d’obtenir directement des équations mo- 
dulaires pour chaque nombre premier impair donné 7; nous en 
donnerons des exemples pourr = 3 etn=5. 
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bo 
iS) 
ia 


§ III. — Probléme de la transformation. 


693. Le probléme de la transformation pour des fonctions dou- 
blement périodiques quelconques ®(w),W(w) d'une méme va- 
riable w consiste a rechercher la dépendance dans laquelle doivent 
se trouver les couples de périodes primitives de ®(w) et de V(w) 
pour que ces deux fonctions soient liées par une relauon algé- 
brique. Ce probléme se raméne immédiatement a celui de la 
transformation pour la fonction pu, puisque ®(w|w,, ws) et 
p(u|o,, 3), Pune part, W(u]2,, @;) et p(w] a,, Q3), d’autre part, 
sont liées par une relation algébrique. Si p(u|,, 3) et 
p(w] 21, 23) sont liées par une relation algébrique 


Fi pC|o1, 3), plu] Q:, 23)] =o, 


on voit aisément, en l’envisageant comme une identité en uw, et 
en y remplacant uw par uw augmenté d’un muluple entier quel- 
conque nr, de 2,, que l’on a aussi 


JS [p(4 | 1, 3), P(e+ 2210; | 21, Q3)] =o. 


Puisqu’une équation algébrique ne peut avoir qu’un nombre fini 
8 Pp q 
de racines, cette relation envisagée comme une équation en 


pP(u+ 27,0, | Q,, Qs) 


permet, puisqu’elle est vérifiée quel que soit l’entier 7,, d’affirmer 
que parmi les multiples (entiers) de 2w, il y en a certainement 
qui sont congrus a 0, modulis 2Q,, 2933 on verrait de méme que 
parmi les multiples (entiers) de 2, il y en a certainement qui sont 
congrus a 0, modulis 22,,2233; en sorte que, pour que deux fonc- 
tions pu puissent étre transformées lune dans l’autre, il faut né- 
cessairement qu’il existe cing entiers p, a, b, c, d (que l’on peut 
toujours supposer sans diviseur commun), tels que l’on ait 


pw, = 42,+ 593, LW3 = €Q, + dQs. 


Soit 6 le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, b, c, d; 
nous savons, par la théorie des substitutions (n° 133), que l’on 
peut déterminer des couples (w,, w), (@,, 25) respectivement 
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équivalents 4 (w,, 3), (1, Q3), et tels que l’on ait 


aad— bor 


fi = ' / iy if 
EG == og), UW, = 0Q,. 


52 


Si Pon désigne par y le plus grand commun diviseur de p. et de 
ad — be 
52 
it d’ailleurs mettre ces relations sous la forme 


» et par m,n les quotients de ces deux entiers par y, on 


DU tne == 70 Ove MOS == OM § 


m,n aussi bien que m, 6 et que y, 6 sont premiers relatifs. 
De ces relations on déduit que l’on a 


2 t +? r 
W, Ws Q, 3 
Sa ss SS) EB uy ND 
no ce) Me UY 


dou, a cause du théoréme de Phomogénéité, 


! Ui 

we 0) ON 
o2p Si cmt, | = mp (mu 075 — |; 

es : 


mais p(dw) est une fonction rationnelle de p(w) formée avec les 


p(w 
Vo 


mémes périodes; le numérateur est du degré 6?, le dénominateur 
dun degré inférieur 4 62; en appliquant les formules (XXI,) et 


(CIIL,), on voit d’ailleurs que p(u|= , vw) est une fonction ra- 


uonnelle de p(u|w/, w,), c’est-a-dire de p(u|,, 3), dont le 
numérateur est du degré m, le dénominateur du degré n—1; 


p (bu 


dont le numérateur est du degré n6?, le dénominateur d’un degré 


Oy ; : : 
zo 0) est donc une fonction rationnelle de p(w|,, 03) 


, 
3 


ie A Q : 
inférieur 4 262. De méme p (mu on =!) est une fonction ration- 
v 


nelle de p(w|@,, 23) dont le numérateur est du degré m?y, le 
dénominateur d’un degré inférieur a m?y. Ainsi deux fonctions 


p(u 


gébrique que si elles sont aussi liées par une relation de la forme 


1,3), P(U| 21,23) ne peuvent étre liées par une relation al- 


R[p(u] or, w3)] = Rif[p(«| Q1, Q3)], 


ot R et R, sont des fonctions rationnelles dont les numérateurs 
sont de degrés respectivement égaux 467, m?y et dont les déno- 
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minateurs sont de degrés inférieurs 4 n6?, m?y; m, n, 4, y sont 
des entiers qui doivent vérifier la condition que m,n d’une part, 
m, 6 d’autre part, el enfin y, 6 soient premiers relatifs. I] n’est pas 
difficile de montrer que ces entiers sont les mémes de quelque 
facon que l’on choisisse les périodes 2, 2, ou 29, 22', équi- 
valentes 4 20),, 2W 3 OU 2Q,, 2Q3. 

On réserve le nom de transformation primitive a celles qui cor- 
respondent au cas ob m=6—=—s—137 est le degré de la trans- 
formation primitive. Ce qui précéde met en évidence que toute 
transformation peut s’obtenir au moyen de transformations pri- 
mitives. On voit aussi comment les équations modulaires corres- 
pondant a une transformation quelconque dépendent des équa- 
tions modulaires correspondant a une transformation primitive, 
dont nous avons parlé au § II. 


§ IV. — Division des périodes par 3. — Equations modulaires 
correspondantes. 


694. Nous avons formé (CIV..;), et explicitement au bas du 
Tableau de formules (CIV), Véquation W;(w)=o qui, par la 
substitution y = pu, prend la forme 


= oye 


Ww | Oo 


i AS Oe i 


20 2,3 2032 204 


et dont les quatre racines sont p 3-7 Pace 5 - Si, entre 
cette équation et l’équation (XCVI), 
1 1+ hk? 

DT eS ee 
qui suppose ver — é@;=1, on élimine y, on obtient immédiate- 
ment ’équation F(s) =o, dont les quatre racines sont sn? 

> 2UK’ UN SS OA ; 

Sr ee - En tenant compte des relations (XCVI) 
(n° 449), 


2 = (kt — ki? + 1), &3 = 4 (hk? +1) (2k2?—1) (2 — 2), 
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on parvient aisément a Péquation 


F(z) = kis* —6k222 + 4(1+ k2)s—3=0. 
Par la substitution z = kz, cette équation se transforme en 


(1) (2? —1)? = 4(1— 92 +- 22), 


‘ 


ou 


I 


Cs 


les racines de cette équation sont les carrés des valeurs que prend 


la fonction EI(», a) de Kronecker (LXXYV,) lorsqu’on y remplace ¢ 
1. eA eee 
par ae Ss? 5 ° 


On peut déduire directement l’équation (1) de Végalité 
SN 2A p,q = (— 1)P*1 sn p,q; 


qui a manifestement lieu pour nr = 3; en posant Z= ksn?ap,q et 
tenant compte de la formule de duplication (LX XXV,), on a, en 


effet, 
: iy (1-7) G—ky 
SES SMOG 4, = ; 


f (1— 2)P < 


I 


en supprimant le facteur Z 


Z on retombe sur Péquation (1). 


695. Sil’on désigne par Z;o la racine de I’équation (1) qui corres- 


pond a lélément (1, 0), ona @’ailleurs (LXXXVI;) 


Se eS rere aac hd gramme org 
dn? — ; 
a 


il suffit d’éliminer Z,) entre cette équation et l’équation (1), dans 
Jaquelle on a remplacé Z par Z,), pour obtenir une équation 
entre ¢2(37) et 9?(7); /équation 


eet ea Or) 124 97 Ce) 02 Care le "Cc ) ge(3 ) 1? 
a laquelle on parvient ainsi, entraine immédiatement la relation 


o*(t) — o*(3T) = 20(t)o(3t) [1— 07(t) o2(37) |, 
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puisque les premiers termes des développements des deux mem- 
1 
bres (XXX VIII,) suivant les puissances de q sont égaux (ils sont 
st 


tous deux égaux a + 49"). En posant 


= Oy 9 =— o(37), 
on obtient ’équation modulaire proprement dite (pour n = 3) 


(a) o* — wu —oauv(1— u29?) = oO. 


696. On va vérifier que cetle équation (2) se déduit aussi de 
l’équation (1) par une transformation rationnelle. On a, en effet, 


Vi (k—2)(t— kz) _ 1-2 4+ 2? (1 — 22)? 


ie eG eG er a 


la derniére éealité résultant de ’équation (1); on en conclut, en 
? p) 


extrayant les racines carrées, 


Ove) ae 
p3(t) 2(f— Kz)’ 


car il est bien aisé de voir que le second membre de cette égalité 
doit, comme le premier, étre positif pour de grandes valeurs po- 


sitives de a On n’a plus qu’a faire la transformation 


I— 22 


= x kOe 


en remplagant dans (1), 1 — Z? par 2(1 —kZ)¥y, en remarquant 
ne ae I 
que le second membre peut s’écrire (1 —kz)({ 1 — 14) en sup- 


primant le facteur 1— 4Z qui, en vertu de (1), ne peut s’annuler 
que si k? =1, on trouve 


’éhmination de z, entre cette expression de y? et celle qui est 
fournie par la transformation rationnelle elle-méme, donne enfin 


key'—okey +oy—1=0, 


— 0” 


et, en posant (== 9 == » on retrouve l’équation modu- 


u> 


laire (2) entre u = 55) et » = —o(3r). 
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697. On a d’ailleurs aussi 


$8 (2) ¥8(32) = [1— 99(2)] [1— 98(35)] 
= (1 w) (1 08) = [(1— wh) (+ 94) [1 08) (Fv) 


= (1+ 6 — ut — uot) (1+ ut — 0% — ub ot) 


= (1— ul ot + 2ue — 2393) (1 — ut ot —2 uy +2393) 
= (1— u* 6")? — 4(1 — u? 62) w?2 62 = (1 — u2 92)! 


= [1 92(2) ¢2(32)] 5 


on en déduit immédiatement, en extrayant la racine quatriéme, 


Ja relation 
p2(c) o2(3e) + Wer) Y2(37) 1, 
ou encore 
VktI+ VKU =1; 


c’est sous cette forme que Legendre (fonctions elliptiques, t. I, 
p- 230) a donné le premier l’équation modulaire pour n = 3. 


698. Placons-nous maintenant au point de vue du n° 691, et 
proposons-nous d’établir directement |’équation modulaire entre 


u=o(t) et w=o(37). On sait qu'elle est du quatriéme degré 
en w, du quatriéme degré en uw, qu’aucun de ses termes ne peut 
étre de dimension impaire en et uw, qu’aucun de ses termes ne 
peut contenir ¢ ou w seul, A une puissance qui ne soit un mul- 
tiple de 4; elle est done nécessairement de la forme 


(ay ut a, u2+ a,)0*+ (6,03 + b3u) w 


+ (cyt + c,U?) 2+ (djuw3+ d3u)w + ey uk=o. 


Si l’on identifie cette équation avec les deux équations que l’on 
obtient en y remplacant, d’une part, « par — uw, u par w, d’autre 
3 


; 2 : f 
part, w par wu, par tw, on voit que : 


ou bien 

Oh SS i = On Sy SO =] C= © et ey +a, = 0; 
ou bien 

Qn = 63, = = =a, = 04 d= ey 08 


la premiére alternative est seule possible, car dans la seconde Vé- 
quation modulaire ne serait pas irréductible ; Péquation modulaire 
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est donc nécessairement de la forme 
a,(0*— ut) + b&b, ww? + dj uw =o. 


Si, dans le premier membre de cette équation, on remplace 


u = o(t), ~= 9(37) par leurs développements (XXXVUI, ), on 
1 3 


2 


obtient, en égalant a zéro les coefficients de g* et de q’, les rela- 


tions 
2a,—d3 = 0, b, + ds =0, 


en sorte que l’équation cherchée est 


i 


w'— ut— 2u> we + 2uUW =O. 


Pour w= — 9, on retombe sur l’équation (2). 


699. Cette méme équation (2) se déduit aussi de la formule 
(LVIII,) et c’est peut-étre par cette voie que l’on apercoit le 
mieux la source commune d’ot découlent toutes les équations 
modulaires ('). 

Si nous faisons, dans cette formule, «=1, ®=3 et, d’une part, 
£=4, y=—}j, dautre part, c=}, y= — §, puis que nous ajou- 
tions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 


33(¢ |<) 33 (4| 37) + 3(4 |") s(4137) 
= 253(0!47) J3(o|127) —2g%33(27| 47) 33 (6 | 127). 


Sil’on transforme le premier membre de cette égalité, en appli- 
quant la formule (XL,), il se présente sous la forme 


[S3(5147) + Sa (3/47)] [53 (3 [ 127) + 32(4| 12 7)] 
+ [53(G1 47) + 52 (9147) ] [53 (4 lat) + 32 (3 | 127)]; 
quel que soit T, on a d’ailleurs (XXXIV) 
S2(2|7)=—R(slr)=MOlr)=0; (4r]r)=e * ° S(o|r); 


Pégalité précédente peut donc s’écrire 


J, (04%) 3,(0| 127) = 33(0| 47) 33(0] 127) —S9(0| 4) S9(0| 127). 


(*) Voir Journal de Liouville, 2° sér., t. II, p. 260; 1858. 
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Cette équation, dans laquelle on peut supposer 7 remplacé 
c é : é te F 6 
par 7 est manifestement identique a l’équation modulaire (2). 


700. Observons en passant que l’on obtient, par le méme pro- 
cédé, des équations analogues en posant dans la formule (LVIIL, ), 
écrite pour 71, B= 3, au lieu de 


airy tare aL ere se ge teers 
soit 
e=or+t, aa ee Cl eae ot ey, yee ee 
soit : 
x=4t+ Ht, y=hr—t, et teiv-s, ys qc; 


on parvient ainsi aux relations 
— 5, (0|7) 5, 13s es 3(O7 tas t[37)— 32(0 | t)So( 1 Sa) 
J, (0|t) 5, (27/37) = 33(0|%)33(27| 37) — Se (0] t) Sy (27 | 37). 


701. L’équation au multiplicateur s’obtient en éliminant z entre 
les deux équations 


Mzai— kz) =k —z, z*— 622 + 49Z—3 =o. 
Ces équations sont équivalentes aux deux équations 


Az2+Bz+CG=0, A’'7?2+ B’z + C'=0, 


ou 
A=M+1, B=3kM?—64M—k,- G=—3M?+42M-+M, 
Nese eM. Biles M'=1, en 


Péquation au multiplicateur est donc 
(AC’— A'C)? = (AB’ — A'B) (BC'— B'C); 


en divisant les deux membres par (A? —1)?, et réduisant, elle 
prend la forme 
3M*+ 8(1— 2k?)M?+ 6M?—1=0. 


L’équation f(y) =o dans laquelle se transforme l’équation 
W;(w) =o par la substitution y= pu (n° 694) étant du qua- 
triéme degré en y, est résoluble par radicaux; il en est de méme 

T. et M. — IV. 16 
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de l’équation F(s) = o. En général, ces équations ne sont pas abé- 


liennes. 


702. Dans le cas ot gy et g3 sont réels, il n’est pas difficile 
d’écrire explicitement les valeurs des quatre racines de l’équa- 
lion f(y) =o dans laquelle se transforme l’équation W;(w) =o 
par la substitution y = pu. 

Convenons de désigner par ¢ la racine cubique imaginaire de 


oe. 27 Tw . . e . 
Punité dont argument est = ou chy suivant que le discriminant 
o 


a C= eg a) 


est négatif ou positif; par [ la racine cubique réelle de — 2G; 
par a, b, ¢ les quantités 


par \/a la racine positive de a; par \/b, \/c les racines de b et de c 
dont la partie réelle est positive; il est aisé de voir que \/b, V/c 
sont imaginaires conjuguées et que le coefficient de z dans la 
partie purement imaginaire de \/6 est positif. On a alors 


p = VerVo+ve, p ene =—Va—Vvyb+ye, 


pote Va aye—Ve, gp See ve eee. 


L’ordre dans lequel on a égalé les quatre racines de Péqua- 


23 23 20, ‘ 
=» p —,—_ est déter- 
3 3 

3 


oy oe 20 ‘ 7 ae 203 , 
miné par la condition que Diss soit réel et posiuf, P= réel 


tion f(y) =o aux nombres p ee Pp 


ConEES 2W322W, , ‘ 1 2041 23 
et négauil; p 3 sexprime au moyen de p—-» p—~ et du 
, 20 


produit p=. p ay par les formules d’addition. 
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§ V. — Division des périodes par 5. — Equation modulaire 
correspondante. 


703. Au lieu de former directement l’équation W; = 0 et l’équa- 
tion f(y) =o, du douziéme degré en y, qui en résulte par la 
substituuion y = pu, équation quia pour racines les douze valeurs 
2PM;+2g 03 

5 
nous formerons les équations du sixiéme et du second degré dont 
sa solution dépend. 

Soient 


P = p(@p,q) + P24p,¢q), Q = P(4p,q) P(24p,¢)- 


: ) = =. 
que peut prendre Vexpression Pap,g Pour apg = 


En posant vy = p(@p,q), on peut écrire (CIII,) 


2 4 2 ; 
(1) 4 t eee med tay 
ES Sa ESOS XEN 


et cette équation, si l’on regarde P comme égal a 
P(@p,q) + P(24p,q); 
est aussi bien vérifiée par p(dp,7) que par p(2a@p,9), puisque l’on a 


P(44p,7) = P( p,q); 
le polynome 
Bae pen) tea) = by Aye kay = 85) 
doit donc étre divisible par yy? — Py + Q; en écrivant qu'il en est 
ainsi, on obtient les deux équations 
(2) 6PQ=P3+4g,.P+ 83, 5Q?—Q(P—tg2)+83P + 1793 =0, 
Wot Von déduit 


9 


(3) PS —5 goP*— fog; P?— 5 ¢3 P?— 8e083;P—5g3 =0. 


Cette équation est irréductible dans le corps Q formé par les 
fonctions rationnelles de go, g3 a coefficients entiers, puisque en 
la résolvant, par exemple, comme une équation du second degré 
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en 23, la quantité sous le radical n’est pas un carré parfait. Il suit 


de la que les six valeurs de p(a@p,q) + P(24@p}q) sont distinctes (' ). 
P étant déterminé par cette équation, on déterminera y par 


Péquation 


(4) i ameter) a 


On voit que toutes les fonctions symétriques entiéres de 
p (ap,q)1 P(24p,q), dont les coefficients appartiennent a Q, seront 
des fonctions rationnelles de P dans le méme corps. 

En éliminant P entre les équations (3) et (4), on obtiendrait 
Péquation du douziéme degré f(y) = 0, ayant pour racines les 
douze valeurs que peut prendre pap, pour n = 5, équation que 
nous avons évité d’écrire. 


704, Il n’y a aucune difficulté a former de méme l’équation du 
sixiéme degré qui admet pour racine la quantité R introduite par 


M. Kiepert. On a, en effet, pour — 95, 


R = [p(@p,q) — P24, [P (247,97) — P(4 @p,¢)] = —[P (p,q) — P (2 4p, 9)]? 


= — [p(@p,q) + P(24p, 9)? + 4P (p,q) P(2%>,7) 


i pp get 
= 4Q— P?=— ZP? +3 S2+3 


(') Faisons en passant sur la forme de l’équation en P quelques observations 
qui s’étendent aisément aux équations analogues pour 7 premier impair. 

Le coefficient de la plus haute puissance de P est numérique et les autres coef- 
ficients sont entiers en g,, g3; cela pouvait étre préyu, car ce caractére, comme 
on la vu au n° 457, appartient au polynome en y que Von déduit de W,(w) 
quand on y remplace pw par y; il appartiendra donc aussi, en vertu de la 
théorie des fonctions symétriques, a l’équation S(s) = 0, ayant pour racines les 

n— 


I 5 ’ . . S03 . 
sommes de racines de Véquation en y et a tous les diviseurs entiers en <, 


82 &; qui ne sont pas divisibles par un polynome en g,, g3; or le premier 
membre de l’équation en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont certaines 


n—t 3 a . 
racines de l’équation en y. 


sommes de 


’ A . oe 
D’autre part, le polynome en p est une fonction homogéne de P, g,, g, quand 
on regarde ces quantités comme du premier, du second, du troisiéme degré; 
cela pouvait aussi étre prévu par l’équation d@homogénéité ( VIII, ). 
Ces remarques montrent que, pour former l’équation en P, on n’a a déterminer 
que des coefficients numériques; en particulier, il est certain que le terme en P” 
manque toujours dans l’équation en P. 
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il suffit donc d’éliminer P entre les deux équations 


P3 + (3R— g.)P —2g3 =0 


Pe — 582 P* —4o.gs P?— 5 ¢3 P? —8'g.¢;P—5 23 = 0, 


> 


ou encore entre les deux équations qui leur sont équivalentes 


P3+ (3R— g.)P—2 83 = 0, 
g(R?+ g2R — g2) P? + 54 23(2R — 2) P— 8183 =0; 


on trouve ainsi, sans aucune peine, l’équation 


W(R) = 5Ro + 12g82R5 — 160G R3+ 256 G? 
= (SR? + 2g2R+ o3)(R?+ goR + 33)? 


+ 27 £2 (10oR? — 9.93 + 97 22) =0, 


et l’on obtient, en passant, l’expression que voici de P en fonction 


rationnelle de R, 
623 R2 
= R3 —5 2, R2-+16G° 


[P ss 


705. Pour n = 3, les équations modulaires entre 95, 23, Go, Gs 
se déduisaient immédiatement des équations (1) du n° 687, 
puisque pour n= 3,» est égal ar, et que, par suite, on a sim- 
plement 


Vv My vi 


DEON ss 5 9 EO 
=P n ee DP n Beat P n Sunk 


r=i1 r=ti1 Listen | 


Rw 


Pour n =5, il faut faire subir 4 ces équations une légére transfor- 


mation. Puisque p 3, p ee sont racines de l’équation (4), ona 
d’abord 
pat ep =P, p 2 Be ey 
on en déduit 
is peel py — Picasa és 
pie Oe oe Pa neal hy 


236 FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


en remplacant ces sommes par leurs valeurs dans les équations (1) 
du n° 687, on a ensuite 


( 39Pig2+ 4og3 + P1Ge— 80P} =o, 


( T12Py oy + 1958344 G3 — (fo P}? =0; 


les deux équations cherchées sont le résultat de l’élimination de P, 
entre les deux équations (3) et (5). 

On observera que les deux équations (5) sont linéaires aussi 
bien en Gy, G3 qu’en 2», g3. Si on les résout par rapport a 20, 8s 
et que, en y remplagant P, par P, l’on porte ces valeurs dans 
Péquation (3), on obtiendra une équation du sixiéme degré en P 
dont les coefficients seront des polynomes en Gp, G; a coefficients 
entiers, et que devra vérifier P,. Cette Equation, jointe a l’équa- 
tion (3) et aux équations (5), montre bien nettement comment les 
éléments de l’un des couples (22, g3), (G2, G3) dépendent algé- 
briquement de l'autre, les éléments de lun des couples étant sus- 
ceptibles de six valeurs quand on se donne l'autre couple. Il 
convient de remarquer que si l’on connait deux couples corres- 
pondants (2, 23), (G2, G3), la valeur correspondante de P,, racine 
commune aux deux équations (4), s’obtient rationnellement au 
moyen de 20, 23, Go, G3. 


706. Passons a l’équation du douziéme degré qui donne les va- 


+ 2 ‘ 
leursidesen2.@ 5, 70u ‘ ay 
apK + 21g K' 


Corgi 5 


Le systéme complet des éléments est, par exemple, 


Conn) (55,0); (iam), (ily Dp (ity 3) (Gen): 
(0, 2) 250), (2559) = "ory Samos Oy (25, Sh) 


ot. l’on a mis l’un sous I’autre les éléments qui appartiennent a 
une méme ligne. 
Si lon pose 
I 


pire ass 


Bai KEN 7 


= / Sas 2 
Y =H sn? ap q sn722ay 4, 
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on aura, en vertu des formules d’addition, 


VI—ox?+ a 


Vksn(2@p,¢) = 2x ; 
re 


) 
3% — 40x”? + 6475 — x 


Vk sn(3ap.9 = F 
p7) 328 —fox' + 6z'—1 


DAL pa ee) 
“< (1— a)? z 


dun autre cété, on voit de suite que l’on a 
ksn?(3@p 9)—=K sn2(2a@>p.4.), 


et lon a la le moyen de former une équation que devront véri- 
fier toutes les valeurs de k sn?ap,4; comme |’équation ainsi ob- 
tenue est du douziéme degré, on est sir que c’est |’équation 
cherchée; elle se trouvera mise sous une forme qui nous sera 
commode. 

Si Von pose, pour abréger, 


Geese 
et 
A =3— 402+ 622 — 2', B=32'— fos8+62?—1, 
cette équation sera 
(1) f(s) = A2(1 — 22)? — 4(1 — 92 + 2?) B?. 


; ~2 2 = 2 ; - 2 
La fonction A? sn? (ap,q) sn?(2@p,7), rationnelle en ksn?(ap,q), 
ne change pas de valeur quand on yremplace k sn?(d@p,_) par une 
ou l’autre des racines qui correspondent aux éléments d’une méme 
ligne verticale. Si donc, dans l’équation f(z) = 0, on fait la trans- 


formation 


42*(1— 92+ 2?) 
@)) = (G— 2)? Z 


on devra obtenir une équation du sixiéme degré en y, et les deux 
racines 3 qui correspondent 4 une méme racine y de cette équa- 
tion doivent pouvoir s’obtenir par une équation du second degré ; 
c’est ce que ]’on va vérifier. 


707. Regardons dans ce qui suit vy comme mis simplement 
pour abréger a la place de la fraction rationnelle en 5 qui con- 
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stitue le second membre de |’équation (2); résolvons cette équa- 
tion par rapport a oe et substituons la valeur ainsi trouvée dans A 


et dans B; on trouvera sans peine 


D’autre part, on a identiquement en y, 2, 0, 


Ly 2 EO) ey VN Vi) aie ert) aaa) 


: B72 
(=2|G+4y~y) * hoy]: 


& 


dans le premier membre, la quantité entre crochets est nulle en 
vertu de la définition (2) de vy; on a done les deux égalités 


Be (2B) ate Fa 
Ee) =(2 : ) pale eee ay 


(1— 2? )8 
(4) ante 
WG ety eee ew eta ee ee 


qui peuvent étre regardées comme des identités en z si l’on se 
reporte a la définition (2) de y; dans les deux seconds membres, 


z2 


my 7 i . l ie . 1 aera 2 
&nentre explicitement que par la combinaison —— , ne peut 


-2 


Wea os 


Zz 
“a 


done étre une racine de f(z) sans que la valeur de qui an- 
nule le second membre de la seconde égalité n’annule aussi le 


second membre de la premiére, c’est-a-dire sans que l’on ait 


py 


(3) OC) 000 I he oy) Oe 


roe ear : ; 
Réciproquement, si l’on prend pour y une racine de cetle équa- 
tion, pour z une racine de l’équation du second degré en s, 


Zr 
(6) PF + hy) apy =e, 


“a 


le second membre de la premiére égalité (4) sera nul [ comme on 
le voit en éliminant p entre (5) et (6) ], en sorle que 


BONY? 3) ieee 


APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMETIQUE. 239 


sera nul; mais alors, en vertu de Videntité (3) dont le second 
membre est nul a cause de (6), on aura, puisque y n’est pas nul, 


(y —4)s* + 4p3?—(ay+4)e+y=o, 


c’est-a-dire que y satisfera bien a sa définition (2); dés lors, les 
identités (4) ont lieu, en sorte que f(z) est nul a cause de (6). 
Nous avons done démontré que l’on obtient les racines de f(z) en 
résolvant ’équation (5) du sixieme degré en y, puis l’équation (6) 
du second degré en s. 


708. Si l'on considére une fonction symétrique de deux racines 
de léquation f(z) =o0 qui correspondent aux deux éléments d’une 
méme ligne et, par suite, A une méme racine y de O(v) = 0, elle 
s’exprimera rationnellement au moyen de la somme et du produit 
des racines de l’équation (6), c’est-a-dire en fonction de la ra- 
cine vy considérée; cette fonction symétrique dépendra donc d’une 
équation du sixiéme degré. Tel est le cas, par exemple, pour l’ex- 


pression (LXXXYVI;), 


awe SIR HAS : ; 
en supposant que y soit A? sn? ae oat les deux racines de |’é- 
: K 4K ji 
quation (6) seront x sn? ee , k sn? += et leur somme sera ge xe 
; 5 5 I+ 4y—y? 
on en déduit 
hok 
i Je2 a a aety 
Vile aa Ae . 
Vk I joky | jean 
ray aad 


- ; ; 
en remplacant, dans le second membre, p par / +- z? et en suppri- 
t 


mant en haut et en bas le facteur y —1, on trouve sans peine 


Vi Rt 
ee Dr 


7h a8) 
een Gael ae 


lai ye 


2ho FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


en éliminant y entre @(y) =o et équation qui définit J, on ob- 
tient sans difficulté l’équation en J, puis l’équation en VAR 


709. Si lon veut former l’équation qui a pour racines 9(97), 
on constatera d’abord, comme dans le cas de n = 3, que 


_ 9(8) _ Ve 
Oey: 


est une fonction rationnelle de y. On a, en effet, 


V1 Ey Cae 

VES ARE Set): 
_ Biv? —3 yy + (p?— 2) 727 — 37) (y HD Sy e). 
as ly +1+h2( 7? — 37)? i 


en remplacant, dans le numérateur, e?y par la valeur tirée de l’é- 
quation ©(y) =o, on trouve, aprés des réductions faciles, 


Ve oe 
Vio OEY Hat oy ae 


en extrayant les racines carrées et en choisissant le signe de ma- 


niére que le second membre soit, comme T, positif pourde grandes 


ap Lie ° 
valeurs positives de =) on obtient 


p— 265%) BOs a ae 
9) 4 yi + ROG?—3y) 


Ceci posé, on a a éliminer y entre les deux équations 
OO) 0, ALG sea) hay? 8 ye A ay ky) aoe 


en remplagant y par 1— i, on est ramené a éliminer ) entre les 
équations 
O(r— A) = 8+ 4d5 + 16p2(4 —1) = 0, 
e+ 238+ 4(KT —1)i24+ Gu T(A— 2) =0, 


: ; I oe 

ot lon a écrit, pour abréger, p» au lieu de k — R3 la premiére de 
im 

ces deux équations se simplifie en ajoutant le premier membre 

de la seconde multiplié par — }2— 2); on est alors ramené a éli- 


miner \ entre deux équations du quatriéme degré 


AT M+ (AkT+pT)3—fGp(T+p)rA+ G2 =0, 
M+-2)34- 4(kT —1))2+ Gp TA —8uT =0. 
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En apphquant la méthode de Bézout et en combinant les lignes 
et les colonnes de maniére a simplifier le déterminant du qua- 
triéme ordre auquel elle conduit, on parvient aisément a un déter- 
minant du quatriéme ordre dont sept éléments sur seize sont nuls, 
et que l’on n’a done aucune peine a développer; on trouve ainsi, 
en supprimant des facteurs p et (1+ k?), 


—kT&§+4k2 T5 —5kT*4- 5kT?— 4T + h=0. 


oe x ° 
En posant 9(57) =— 9, 9o(t) =u, done T=— 7? on trouve 


finalement (') 
uS— 96+ 4up(I—uto*) + 5u2”2( u2 —2) =o. 


On parviendrait 4 la méme équation en suivant la méthode 


appliquée au n° 698 pour rn = 3. 


ys 5 A ¢ 
710. On peut mettre cette équation sous la forme =| = 7; en 
B D 
posant 


A=u'+6w+o', B=j4up(w+e2), G=1—uipt, D=v'— ut; 
on peut donc aussi la mettre sous la forme 


AB GSD 
NES Cy 


A+B=(u+pe)*, 
A—B=(u— ?)*, 


C+D=(1—wu') (1+ #*), 
G—D=(1+ u)a— ¢*). 
C’est la forme que Legendre lui a donnée. Dans son Supplé- 


mentaux Fonctions elliptiques, p. 75, il établit, en effet, l’équa- 
tion 


(eee) - r+ki1—l 


VEE eee aa 


De Péquation modulaire obtenue au n° 709 on déduit aisément 


(‘) Jacost, Fundamenta; QKuyres, t. I, p. 75. 
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la relation 
[1— 98(7)] [1 — 98(57)] =U — v8 )(r— #8) 
=[(— u')(1+ 6*)) [(r— o* a+ u')| 


= (1— ubot pk a) (1 — ot uk) 


uS — 06 + 5 u292(u%— 92) — 4ue(o+— ut) 


—4ue 


us — 6 + 5u2¢?2(u? — 9?) — fuv(ut— o*) 
— 4uyv 
Tee re fo i ee i ae NING) = 62 9's) 
‘oo 16 wu? 9? ~ 16u?92 ~— 1662(7) o2(5t) 7 


d’aprés une remarque faite au n° 692, on a donc aussi 
[y?(57) — p(s) ]° 
16 y?(7) $?(57) 


Si lon divise ces deux relations, membre 4 membre, et que l’on 
lienne compte des égalités 


[1 W(5e)] [1 (2) = 


o8(t) + $8(t) = 1, o8(5t) + $8(5t) = 1, 
on obtient la relation 


we 5 
8 ( 


i 


2) $8 
=) 


= ee ey 
PCa (50) | * 

d’ou, en extrayant la racine sixiéme des deux membres et choisis- 

sant les déterminations par la considération des déyeloppements 


suivant les puissances de g (XXXVIII,), 


or 
Aa 
SSA 


vic) (St) 9 
e(c)o(sr) oe 


C’est la forme méme donnée par Jacobi a Péquation modulaire 
au § 30 de ses Fundamenta (4), savoir. 


(WR VA INTE (Bon Bo 


711. Dans la formule (LVIH,) posons 2 =1, 8 =5, et prenons 
d’une part =i, y = 3, d’autre part = 3, y = $; ajoutons les 
deux formules ainsi obtenues; transformons, comme dans le cas de 


n= 3, par la formule (XL,), les produits de S qui figurent dans 


(*) Gfuvres, t. 1, p. 125. 
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le premier peoeee. en sommes de 3; enfin, exprimons les S de 
Vargument 3 +, 5 ou 3 par les S de cH ae nous obtiendrons 
ainsi la relation 


J,(0|t) 3,(0| 107) = 3, (0| 37) S3(0 | 157) — g? S,(e| 37) S3(5t| 157) 
+ 98 3,(27|37) S3(1ot | 157), 


De méme, prenons dans la méme formule écrite pour ¢=1, 
6 = 5, d’une part x = +, y = — }; d’autre part z = 23, y=— 3; 
ajoutons les deux formules ainsi obtenues; réduisons au moyen 
de la formule (XL,), et nous aurons la relation 


J,(0|27) 5,(o| 107.) = 33(0|37)S,(0| 157) — g233(t|37)S,(5t| 157) 
+ 98 33(27|37)5,(107t| 157). 


Gs Oe. sn ms t I 
Pour 2=—>> y=—— dune party, cles 
ike I 
y =— — — - @autre part, on parvient de méme a la relation 
BD 2 
5 


=| = 232(0|37) 33(0| 157) +29? So(t| 37) 33(5t| 157) 
+ 298S2(27|3t)S3(107| 157), 


Di 5t 
tandis que pour &—=—-—-» p= dune part, et x art + <3 
bis “= = ~ d’autre part, on obtient la relation 


9) = 293(0|37) S2(o| 157) + 2g253(7| 37) 5_(5| 157) 


S, (0 =) S, (0 


Ces quatre relations, déduites toutes les quatre de laméme for- 
mule (LVIIL,) pour «= 1, 8==5, vont nous fournir aisément 
l’équation modulaire pour n = 5. Nous avons établi (n° 699, 700), 


+ 29853(27|37)S_(107| 157). 


poumie——o, 0, 2,.Ja relation 
33(0|t) S3(ue| 37) = Se(olt) So( pt |3t) + (—1)# 5, (0|7) 3, (ut | 37), 


dou lon déduit, en changeant 7 en 57, la relation 


, P , ae 
multiplions ces deux relations membre 4 membre et par qg?” ; 
si dans l’égalité ainsi obtenue on donne a u les valeurs 0, 1, 2, on 
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obtient trois relations que nous ajouterons membre a membre; 
nous parviendrons ainsi a la relation 


Ww 


Ww S3(ut|3t) Sept] 157) 


=- 33(0||t) 3, (0) 57) >: (—— 1): g?? 33 (pt | 37) 3, (Spr | 157) 


u=0 


— S2(o 


«) J3(0|57) i gq? So(ut|37) S3(5pr| 157) 
Y= 0 


p=2 
+ 5,(0|7) 33(0| 57) yc tg 2.5, (ut | 37) S3(5 pt | 157), 
u=0 


dans laquelle figurent précisément les quatre sommes, de trois 
termes chacune, que nous venons d’exprimer au moyen d’un pro- 
duit de deux fonctions S(o); si l’on remplace ces quatre sommes 


c 5% 
2) (1%) 
2 2 


=[ 3,(0|t)33(0|5t)— S3(0|t) 3,(0|57)] 3,(0|27) 3, (0] 107); 


par leurs valeurs, on obtient la relation 


E (ol) Za(0|5+)— 5 32 (ol) Z(0|5)| 3, (0 


\ 


il suffit dappliquer les formules de transformation (XLVI), 
(XLVUI) pour n= 2, pour apercevoir Pidentité de cette relation (') 
avec l’équation modulaire proprement dite pourn=5. 


(1) La méme formule (LVIII,) fournit un procédé trés rapide pour parvenir 
a une des formes de l’équation modulaire pour n= 7. Prenons, a cet effet, 


dans cette formule a=1, 8 =7 et dune part  =4, y = — 4, d’autre part x = 3, 


y=—Z, et ajoutons les deux formules ainsi obtenues. Réduisons le premier 
membre par la formule (XL,) appliquée a chacune des quatre fonctions S qui y 
figurent; on aura 


2%,(0[4t) 3,(0| 287) 
= 23,(0|8t) 33(0[567) — 2943, (27/87) S,(147|567) 
+ 29" S,(47|8t) 3, ( 287| 567) — 29° 3, (6/8) S,(427[ 567). 


Faisons aussi dans la méme formule (LVIII,), écrite pour e=1, 8 = 7, dune 
part 2 =0, y =o, daulre part =}, y= —4, ajoutons, réduisons le premier 
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§ VI. — Division d’une boucle de lemniscate en 3, 4 
ou 5 parties égales. 


712. Le probléme de la division d’une boucle de lemniscate en 
parties égales se raméne immédiatement a la recherche des valeurs 


2, 

de p (— 
P\ 

sont respeclivement égaux a 4 et o. Si l’on prend le demi-axe a 

de la lemniscate pour unité de longueur, la longueur d’une boucle 


4, vs) dans le cas particulier ott les invariants 29, 23 


: ; LD 

de lemniscate est, en effet (n° 649), égale 4 — 2K ou 20, pour 
2 

§&2=4, &3 =0, en sorte que la longueur /— s de la ni*™* partie 


membre par la formule (XL, ); nous aurons 


23,(0|47) S,(0| 287) +23,(0|47)S,( 0] 287) 
= 29,(0[8t) 3,(0]067) + 29*S, (27/87) 3, (147-567) 
+ 29'° S,(47/87) S,(287| 567) + 2g°°S,(67/87)S,(427[56T). 


En ajoutant membre 4 membre les deux formules ainsi obtenues et rempla- 


: c ; F 
cant ensuile t par 7, nous obtenons la relation cherchée 
+ 


S,(0]t) &(0]77) +93 (0[t) 9,(0177) + 3,(0]t) 9,(0]77) 
= 28, (0]27) S,(0] 147) + 23,(0]27) 35(0[147). 


En tenant compte des formules (XXXYVII) on peut l’écrire 


TeV CEN UE = eet eye Ce: 


En élevant au carré les deux membres de cette relation, on en déduit aisément 
la relation 


[1 95) 975) — F(a) C7) = 4998) 7078) CE) FUT) 


si l’on extrait la racine carrée et si l’on détermine le signe en développant les 

deux membres suivant les puissances de g, au moyen des formules (XXXVIIT), 

on voit que le carré de l’expression 9(t) 9(77) + (7) Y(77) est égal a 1; cette 

expression elle-méme est donc aussi égale 4 1, comme on le voit, en observant 

que, d’aprés les formules (XXXYVIII), elle se réduit 4 +1 pour g =o. 
L’équation modulaire ainsi obtenue 


e(t)-9 (97) +45) 477) = 1 


se présente sous une forme particuliérement élégante. Comparez Journal de Liou- 
ville, 2° sér., t. III, p. 261; 1858. 
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de la boucle, comptée a partir du point double de la lemniscate, 


est égale a 2®!. Jes valeurs réciproques p des carrés des distances 
7 * 
du point double aux (7 — 1) points de division sont donc données 


2hw, 


par les (n—1) expressions que prend p= 9p pours) — 1 


7 


2 +. M—t. 


ao 
Pour n= 2, il n’y a pas de probléme; pour n= 4, on a immé- 


diatement (n° 676) 


Wy I 3 ; I , O31 Ge 
9 — = J + = 0) = SS eb SS S55 D Spats =O 
ae ee Yo V2 d 2 2 
Pour n = 3, on déduit de méme des formules (n° 702) 
c+ 0y3 
Gas, Ta—2, 2=2— See, 
3+173 3-13 


Va=0, Vo=1V27(Vo4 V3 +ivo—y3), 
Ve =! Vo (\/a cease Vee 
en sorte que l’on a 
pAPi= 5 Va7Vo4V8, pag Ve Vo4 V3, 


3 
DW)3 ==9, ce CR = 
pt a £97 2-73. 


Ces mémes résultats se lisent, d’ailleurs, aisément sur l’équa- 
tion f(y) =o que Von déduit de la relation W3(u) =o par la 
substitution y= pw; cette équation se réduit, en effet, pour 
82 —=4, gs =0, 4 Péquation bicarrée 3y4 — 6y2—1=0. 

Pour n = 5, l’équation du sixiéme degré en P se réduit a 


P& — 90 P# — 80 P? = 0 


elle admet donc la racine double P =o et les quatre racines 


simples P = V/ 10 = 6 5 ot chacun des radicaux a deux déter- 
minations. A la valeur Pp =o correspondent les deux valeurs 


—itat : ; : ; 
Or » racines de la seconde équation (2) du n° 703, pour 


5 
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oO 


&2=4, 8; =0. Aux quatre racines simples P correspondent 
deux valeurs de Q données par larelation Q=4P2?+4—=2+4(/5. 


i] 
Les douze valeurs de Pap,q seront donc les douze valeurs que 


prennent les expressions 


Veer 1(V6 V5+10+V2V5-+9), 


quand on donne aux radicaux qui y figurent leurs deux détermi- 
nations. 

Ces formules mettent en évidence ce fait que la division d’une 
boucle de lemniscate en 3, 4 ou 5 parties égales peut étre effectuée 
a Vaide de la régle et du compas seulement, tout comme la divi- 
sion de la circonférence du cercle ‘en 3, 4 ou 5 parties égales. Ce 
parallélisme entre les deux problémes se poursuit, d’ailleurs, pour 
tous les nombres premiers impairs n, et c’est a lui que Gauss fait 


allusion au début de la septiéme Section des Disquisttiones arith- 
metice. 


713. ll n’est peut-étre pas inutile de faire observer que, pour 
déduire les mémes résultats de léquation O(y) = 0 [équation (5) 


j : ‘ €5— € I 
du n° 707], on ne saurait prendre pour x? la valeur ——? = 


€;— @3 2, 
trouvée au n°? 649; pour passer de l’équation en pw a l’équation 
en sn? w, on a, en effet, au n° 677, appliqué la formule (XCVI), 
qui suppose essentiellement \/ey — €; =1, en sorte que dans 1’é- 
quation 0(7) = o la valeur de /? est hiée 4 celles de g3= 4, 9; =0 
par les relations 


Se (Me), 8s = 7 (A) Ck? — 1) (29) 
qui sont vérifiées pour k?-+-1=0, k? — 2 =o, mais non pour 
Thke= t= 0. 
Pour k =7, ona p =o, et Péquation O( y) =o est résoluble par 
radicaux; elle se décompose en 


I+ 4y—y? =, Dio Vint tee Oy 


en sorte que y est, soit de la forme 2+ 4/5, soit de la forme 
1-2 V= 1. Les deux quantités 2 + /5 sont racines doubles de 


O(y) = 0; pour ces valeurs l’équation (6) du n° 707 devient une 


T. et M. — IV. 17 
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identité; les quatre racines de |’équation 
(E* )'-y aay + 5)=0, ou yo=oty5, 


sont d’ailleurs racines de l’équation f(z) =0; on obtient ainsi 
huit racines de f(z) = 0, savoir 


= 4 (\/30-4 14 V5 +V/22-+10 75), 


ot. chaque radical a deux déterminations. Les deux quantités 


1-++ 2\/—1 sont racines simples de @(v) =o, et les valeurs cor- 


respondantes de zs sont (/1-+ 2 \/—1; on a donc quatre autres 
p \ ; 


racines de ]’équation du douziéme degré f(s) = 0. 
Pour vérifier que ces douze racines fournissent les mémes 
solutions que les douze valeurs de y = pa@p,q écrites plus haut, il 


suffit de se rappeler que pu = et, par conséquent, de vérifier 


sn2u 


(icea yon ( / Se ee, 


(V10+6 75 +2427) (14 V5 —30—V10 5 — 22) ——4e 


que l'on a 


ce qui n’offre aucune difficulté. 


714. Pour fixer 


se 
p eae Dp Es p ae - il suffit @observer qu’en parcourant hk le 


sens aren le rectangle dont les sommets sont les points 0, w,, 


. . 2W, 
@,-+ 3, 3, 0, ON rencontre successivement les poimts o, ? 
4w, G3 203 A 
Wis + +5, 3, mr Ho? 0, et que, comme dans ce parcours 
pu varie de + a —o par valeurs décroissantes, on a 
24 4, 403 2W3 

P maT ee Aa MAI Yaw vay eo Tine ® 

on voil ainsi que 
my  (p Ho gw, 6—c fw, —b+e 203 —b—c 


j a 9  ——- = ) ) ? 
i 2a 5 2a J 5 24 5 2a 
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en posant, pour abréger, 
a=|V5|~2, O= Wika = |, c=|Vtoa—al. 


Les huit autres racines sont imaginaires; on peut les discerner 
aisément les unes des autres en tenant compte des valeurs des 
quatre racines que nous venons d’écrire, et en appliquant le théo- 
réme d’addition. 


§ VII. — Division de l’argument. 


715. Le probleme de la division de l’argument pour un nombre 
: é j u 
enuier 7 consiste, pour la fonction pw, a calculer p ee 82, gs) 
iv 


quand on se donne p(w; 22, &3). Ce probléme a été entiérement 
résolu pour m= 2 par la formule (XVI,); il ne dépend que d’é- 
quations du second degré. Il suffirait, pour le résoudre dans toute 
sa généralité, de le résoudre complétement pour rn premier impair; 
nous nous attacherons au cas ol 2 = 5; la marche a suivre est la 
méme dans le cas général. 

Pour n=—5, le probleme dépend d’une équation de degré 52, 


° . UuU + 2)W; - 2gdW 
dont les racines sont les diverses valeurs de p( Sie ial Bee! :). 


& 


- u ; ee 
La formule (CIV,), en y changeant wu en =? permet immédiate- 


ment de former cette équation, et lon voit de suite que ses coeffi- 
cients apparuiennent au corps 2 formé par les fonctions ration- 
nelles de go, g3 a coefficients enliers. Elle y est irréductible, mais 
sa résolution peut se ramener a des résolutions d’équations du 
sixiéme el du cinquiéme degré, ces derniéres étant résolubles par 
radicaux. Pour le faire voir, nous étudierons d’abord les transfor- 
mations inverses de la fonction pu, nous montrerons que ces 
transformations se raménent a la résolution de telles équations, 
puis nous mettrons en évidence que le probléme de la division de 
argument se raméne a deux transformations inverses successives. 


716. Supposons d’abord que l’oa se donne p (1 ss 0s) et les in- 


variants correspondants G2, G3, et proposons-nous de calculer la 
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valeur correspondante de p(w|,, 3). Nous commencerons par 
calculer les invariants 2», 93 de cette fonction au moyen de Go, Gs, 
comme on l’a indiqué au n° 705; nous devrons ensuite résoudre 


par rapport a pw Péquation du cinquiéme degré en pu, 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, a coefficients 


2 Wy a oP EN pia 
entiers, de p(u|—» 3), Go, G3, Py, ol Py est lié a Gy, Gs par l’é- 
oo) 


quation du sixiéme degré que lon a appris 4 former au n° 705. 
Cette équation (quand on regarde P; comme connu) peut étre ré- 


solue par radicaux ('); ses racines sont, en effet, manifestement 


\ 


2rWy, > i 
r= p (ue 5 ) (710 ys Os 


si donc on désigne par « une racine primitive de |’équation 
x*> —1==0, on voit de suite que l’expression 


An = (@ 4 Oa a2 wo + a aw, = ota, )P 
Pp 0 1 2 3 4 


< (a + a Pay + 4 2P x + a4-3P Hs + a-*P7,), 


ot p est l’un des nombres 0, 1, 2, 3, 4, ne change pas quand on 


6D) 


2.004 : 5 : : 
augmente uw de =» OU que Von fait une permutation circulaire 
2) 


sur 29, £1, %2, X3, ,, car le premier facteur se reproduit, mul- 
steph ison ere : ‘ 
tiphé par “pet le second par Te il suit de la que A, est une 


fonction doublement périodique de uw, admettant les périodes 


204 
8 


et 23; On voit de suite que c’est une fonction paire de wv; 


5 


(a) , 
Ss ‘ 03), car dans le paralléiogramme 


’ ‘ 2 s Wy ) A 
c'est donc une fonction rationnelle de p(uw|—=» 3); c’est méme 


une fonction entzére de p ( u 


as 2,0 2.0) . 
des périodes dont les sommets sont 0, ao = + 2W 3, 203, il n’y 


a pas d’autre pdle que le point o qui est d’ordre de muluplicité 


(*) On démontre toutefois que cette équation, en général, n’est pas abélienne. 
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2p+-2; A, pourra donc s’exprimer par la méthode de décom- 
position en éléments simples, ou par Videntification des coeffi- 
cients des diverses puissances de w, au moyen d’une fonction du 


premier degré de p (w 


w re ; 
=) ©) et de ses dérivées d’ordre pair < 2p, 
J 


w 


/ 
ou par un polynome en p(w 5 0) - Il est d’ailleurs aisé de 
0) 


voir qu’on n‘introduit pas, sauf a, d’autre irrationalité que celles 
que Von a déja introduites, c’est-a-dire que Ap est un poly- 


nome en p(w - ws), dont les coefficients sont des polynomes 


en %, P,, Gz, G3 a coefficients numériques rationnels. Les poly- 
nomes A, éltant formés, on voit que l’on a 


Ap . 
(VAL)? ” 


en ajoutant ces cing équations membre a membre, on trouve (') 


Ly + APH, + A-2P Hq + a 3PH3 + a-'*P Hw, = 


At raw ee Mo) 


Pe Nita Vae (ane aay | GR 


Les autres racines s’obtiennent en remplacant \/A, par ses di- 
verses déterminalions. L’équation proposée se résout done par 
radicaux. 


Il est a peine utile de dire que le probléme qui consiste a trou- 


ver p(u|,, 3) au moyen de p(w 


(3 \ ‘ 
1, 3) se traite exactement 


comme celui dont nous avons développé la solution. 


\ 


4) Ws ) , connaissant 


: r u 
717. Ceci posé, revenons au calculde p i 
| 

p(u|o,, 3). La formule @homogénéité 


aa 2) == S279 || My Op) 


(1) Dans le cas général ot le nombre 5 est remplacé par le nombre premier 
impair 7, il convient d’observer pour cela que les fonctions cycliques entiéres de 


270, 
D 
u 7t 


mémes quantités, s’expriment rationnellement au moyen de g,, g, et de la racine 
correspondante (ici P,) de l’équation du (7 + 1)'*™* degré dont dépend le pro- 
bléme de la division des périodes par 7. 


a 


Or; 0, 0% r= 1,2,+.+, —>—» comme les fonctions symétriques des 
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montre que l’on peut regarder comme connue la fonction 


Uw | my, W3 
Df >|>=»— }- 
PSH eb ok 
u 


Connaissant cette derniére fonction, on calculera PG 


W3 r 
Ore 


ona pour cela, d’aprés ce qui a été dit auxn 705, 716, a résoudre 
une équation du sixiéme degré qui ne concerne que les constantes 
et une équation du cinquieme degré résoluble par radicaux. Ayant 


u 
obtenu p (F 


3 u 
Or, — )» On calculera p - 


. ’ 
OV 0s ; ilsemble qu’on 


ait encore 4 résoudre une équation du sixiéme degré, mais on 
évite cette résolution puisque l’on connait a la fois les invariants 


u Ws u 
de p(s 4, 3) et ceux de Gs 


82, 83; on n’a done qu’a résoudre (par radicaux) une nouvelle 
équation du cinquieme degré. 


W4, wy) qui sont les données 


718. Des considérations analogues s’appliquent a la division 
. u E . 
de argument pour la fonction snw; le calcul de sn @ » connais~ 


sant snw, est enliérement résolu pour m= 2 par les formules du 
n° 334; il se raméne, pour 7 premier impair quelconque, a deux 
transformations inverses de la fonction sn w. 

Si, dans la formule (LXXXVII,), on regarde sn(w|z) comme 


* u 
Vinconnue et sn M 


n=) comme donnée, l’équation 


w= 1 
2 


I —— or 
I sn? @> 
ne = ,snu| | — Dye 
M 1— A? sn?'@,, 9 sau 


eat 


sn2u 


est du degré n en sn uw. Désignons par Q, le corps formé des fonc- 
lions rationnelles de 9(t), 9(nz), a coefficients entiers; on rap- 
pelle que 9(7), (mz) sont liées entre elles par l’équation modu- 
laire, de degré n 4-1 par rapport a chacune de ces deux quantités. 
Les fonctions symétriques entiéres des quantités sn? a, 9 qui 
figurent dans l’équation (LXXXVII,) appartiennent, ainsi que M, 
ace corps. La fonction 9(nz) doit étre regardée comme donnée 


A . u 
en meme temps que la fonction sn (i | nz); et c’est par rapport 
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a(t) que Péquation modulaire doit d’abord étre résolue; puis 
Péquation (LXXXVII,) doit étre résolue par rapport a sn(w|7) : 
en se reportant 4 l’équation (LXXXVII,), on voit que les racines 
de l’équation en sn(w|7) sont de la forme 


ark 


p= sn (w+ ) (CROW hori.) 
et il n’est pas difficile d’en conclure qu’elles s’obtiennent encore 
par extraction d’une racine ni®™e, 

Le multiplicateur M est donné par la derniére des formules 
(LXXXVI;); cette formule, en y remplagant sn par son expres- 
sion (LXXI,) au moyen des fonctions J, donne de suite 


o* (x2) i= ai (=) 


en utilisant ensuite les formules (LI,), (XXXVI), on arrive sans 
peine a l’expression 


qe bg (Olt) | 
(1) die S3(o]nt): ‘ 


cette formule met bien en évidence la fagon dont M dépend de <. 
Le probléme qui consiste a trouver sn(w|7), Connaissant 


u tT uv , A 

sn Gq =) et 9 G) , se résoudra de méme au moyen des formules 
L uv 7 

(LXXXI1X,), aprés que l’on aura calculé (+) au moyen de lé- 
: , aye 7 

quation modulaire du degré n +1, qui lie 9(+) ety & - Au moyen 


des formules (LXXXVIII;), (LIT), etc., on trouvera aussi 


(2) Me 


Ceci posé, connaissant sn(w|t), on commencera par calculer 


sn (mu 


\ 


multiplicateur M dans lequel on aurait remplacé 7 par oe c’est Je 
! 


G vey ie , ee are ae 
=), ot lon a écrit, pour abréger, m pour désigner le 


probléme de transformation inverse dont nous venons de parler. 
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Il exige d’abord la résolution par rapport a (=) de l’équation 
modulaire de degré n +1 entre 9(7) et ( )> puis la résolution, 


v 
n 
Tv 
:) 
: 


possible par radicaux, d’une équation de degré n en sn (mu 
; : < j A 
Connaissant sn( mu|—)> on calculera sn(mm'u|t), ot Von a 


écrit me’ au lieu de MZ; ce probléme se résout au moyen de l’équa- 
tion (LXXXIX,) et peut étre effectué par radicaux. Comme, 
daprés les formules (1) et (2), on a 


I 
mim = —» 
rv 


i 5 uw 
on a ainsi obtenu sn = 


«| et le probleme de la division de l’ar- 


gument est résolu pour la fonction sn. 


§ VIII. — Multiplication complexe. 


‘719. Quel que soit le nombre entier n que Von envisage, la 
fonction p(nu) s’exprime rationnellement (n° 460) au moyen 
de pu, en sorte que les périodes de pu sont des périodes de p(nu). 
Si un nombre complexe p, pour un couple de périodes données 
204, 203, Joult de la méme propriété, en sorte que les périodes 
de p(w|,, 3) soient des périodes de p(wu|w,, 3), on dit 
quil y a une multiplication complexe de la fonction pu par le 
nombre pu, pour le couple de périodes 2,, 203. 

Soit » un tel nombre complexe et désignons par U(w) la fonc- 
tion p(w], 3); puisque b(w) admet les périodes 20, 203, 
U(w) est une fonction rationnelle de p(w], 3), p(w | 1, 3); 
U(w), étant une fonction paire de w, est donc une fonction ration- 
nelle de p(w|,, w;) seulement. 


720. Puisque les périodes de la fonction p(w] ,, 3) sont des 
périodes de la fonction p(w | ,, w3), ilest clair que 2041, 2Ws3 
sont des périodes de la fonction p(w|w,, 3); on doit done avoir, 


en désignant par a, 8, y, 6 des entiers réels tels que ad — By soit 
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différent de zéro, des relations de la forme 
(1) LW) = 401 + Bos, 203 = YW, + OW3. 


Réciproquement, des relations de cette forme montrent évi- 
demment que la fonction p(uu|o,, 3) admet les périodes 20,, 
2W 3, et que, par conséquent, il y a, en vertu de la définition, mul- 
liplication complexe par le nombre complexe p, pour le couple 
de périodes 20,, 23. 


Les égalités (1) peuvent s’écrire 


WO, = 4Q, + Bs, w3 = ¥Q,;+ 3Q;, 
en posant 
Wy] W3 
Q,= —> 282=—; 
p- J. 


il y adone transformation entre les deux fonctions p(u| 1, 3) 
el p(w] Q,, Q;), et l’on voit encore de cette facon que p(u | Q,, Qs) 
ou vp? p(uu|@,, 3) est une fonction rationnelle de p(u| 4, ws). 

Les équations (1) étant homogénes en w,, 3, il est clair que, 
s'il ya multiplication complexe par p, pour le couple de périodes 
20,, 23, il y aura aussi multiplication complexe par le méme 
nombre », pour le couple de périodes 2w,, 2Aw3, quel que soit ); 
on parlera done de multiplication complexe par p et pour un rap- 
port de périodes 7. 


En résumé, la condition nécessatre et suffisante pour qu'il y 
ait multiplication complexe pour? et pary. (set » étant des 


nombres complexes donnés) est que les équations 
(3) w= a+ Br, pt= yt ot 
sotent vérifiées pour quatre entiers 4, 2, y, 6. 


On observera que 8, y et 26 — By sont nécessairement diffé- 
rents de zéro. On peut supposer { positif, quitte a changer le 
signe des cing quantités a, 8, y, 6, u. 

721. Des conditions (2) il résulte immédiatement que, sil y a 
multiplication complexe par u et pour, il y a aussi multiplica- 
tion complexe par tout nombre de la forme a+ by, oa et b 
sont des entiers réels quelconques. 
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On peut W@ailleurs retrouver ce résultat par le raisonnement 
suivant : 


D’aprés la formule d’addition de la fonction p, lexpression 
p(au+ byw) est une fonction rationnelle de p(au), p(bpu) 
et du produit p/(aw).p'(buw); mais p(w) est, par hypothése, 
une fonction rationnelle de pw, en sorte que p/(ww) est le pro- 
duit, par p’w, d’une fonction rationnelle de pw; donc, comme 
p’(au) est le produit de p/w par une fonction rationnelle de pw, 
et que p(buw) est le produit de p’(ww) par une fonction ration- 
nelle de p(w), Vexpression p/(au).p’(bu.u) s’exprimera par une 
fonction rationnelle de pw seulement; il en est donc de méme de 
p(au+ buu). 


722. Des équations (2), on déduit 


si donc, en désignant pare le plus commun diviseur des valeurs 
Nn 


absolues des nombres — y, 2 — 6, 8, on pose 
—y=a40, a—d=Dbo, C= Cm, 


on définit trois nombres entiers a, 6, c jouissant des propriétés 
suivantes : a@ etc sont différents de zéro; ¢ est positif; ona 


a+bt+cev=0; 


comme 7 n’est pas réel, on a nécessairement 


SOROS 
a est done positif. Si lon pose 
a+ = 6, m = hac — 02, 
on aura 
+ bo 0,— bo 
tes ry wea oe 
2 2 
el, par suite, 
mo2-+ 02 fe) U m 
n= ad — By = t sis peat Bram EP ay 
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ot le radical est pris, comme dans ce qui suit, avec sa détermina- 
uion arithméuque. On observera que le nombre entier 7 est la 
norme du nombre complexe lhe 


723. Inversement, supposons qu’on se donne les entiers a, 8, ¢, 
tels que 4ac — b? = m soit positif, et les nombres entiers Bets 
dont le premier est positif, et tels que 9, + bo soit pair; les ex- 
pressions précédemment écrites de a, 8, y, 6 au moyen de a, b, 


C, 9, 0, définissent une multiplication complexe par le nombre 


01+ 40 vm, 
2 


es 


iy 


pour la racine de l’équation 


a+brt+ev2=0, 


dont la partie purement imaginaire est positive, ainsi qu’on le voit 
de suite en retournant les raisonnements précédents. 


724. Au lieu du multiplicateur » on peut introduire, pour le 
méme 7, le muluplicateur 
Sete Ve 
2 ? 


i= 


© 


étant égal a o ou A 1, suivant que b est pair ou impair; pest lié 


w- 


M par Ja relation 


c 


w— epEM=a— 0, 


ou est manifestement entier. Le fait que M est un multipli- 


cateur complexe, pour 7, résulte, d’aprés les équations (2), de ce 


que ona 

b—e b+e 
+ CT, Mi A a, 
> PB) 


M= 


ainsi qu’il est aisé de le vérifier. D’ailleurs, de ce que M est un 
multiplicateur pour 7 et de l’expression de »% au moyen de M, il 
résulte que p est, comme on le sait déja, un muluplicateur pours. 


» 
: ae a ae Sgn: + + Ot 
725. Sic, est lié a 7 par une substituuon linéaire +, = oe _ 
a+ pt 


? 


a déterminant «6 — By égal a 1, il existera une multiplication 
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complexe pour 7, avec le méme multiplicateur M; car 7, véri- 
fiera évidemment une équation du second degré 


a,+6,%, +¢,t? =0, 


ot 4a,c, — OF est égal au produit de 4ac — 6? parle carré du dé- 
terminant de substitution qui est1, en sorte que b et b, sont de 
la méme parité et que les quantités m,, ¢,, analogues am, ¢, sont 
respectivement égales a ces derniéres. Rappelons d’ailleurs que 


Pona 
I(x) =J(). 


726. Supposons toujours quwil y ait multiplication complexe 
pour 7. Des équations (2) il résulte que l’on a 


y+ ot 
= 7? 
a pt 


Wot 


Hzy=s (Lee). 


a+ Br 


D’autre part, quel que soit z, les valeurs 2 que prend la fonc- 


: 0 Sipe ot ™~ e : 2 
tion (te quand a, 8, y, 6 prennent toutes les valeurs en- 


tuéres possibles telles que l’on ait 26 — By =n, nr étant un nombre 
entier posilif donné, vérifient une équation algébrique 


P@, J) => Op 


ot Pon a écrit J au lieu de J(<); puisquwil y a multiplication com- 
plexe, J vérifiera done ’équation F (J, J) = 0. Ainsi chaque inya- 
riant absolu qui correspond a une valeur de + pour laquelle il ya 
multiplication complexe, vérifie une équation algébrique a coeffi- 
cients entiers ('), 

Kronecker a appelé ces invariants absolus particuliers : les zr- 
variants singuliers. ade méme appelé modules singuliers les 
valeurs de A? (z), qui correspondent aux valeurs de 7 pour les- 
quelles il y a multiplication complexe. 


(1) On démontre d’ailleurs que c’est un nombre algébrique entier. 
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~ , . ° J “ A 7. 

727. La théorie de la multiplication complexe est liée a l’Arith- 
métique. On sait que deux formes quadratiques définies, a coeffi- 
cients entiers, 


faa bry +ey?, f'aa'z+ b'a'y'4- cy; 


sont dites (proprement) équivalentes quand on peut passer de 
’ 4 s . Rg : 5 
Pune a l’autre par une substitution a coefficients entiers 


ze =anrt+ By, yi ayet by, 


dont le déterminant #5 — By est égal A 1. On a alors 


WNW 
Ww 
ap 
i] 
Q 
R 
oc 
isa) 
~ 
Rg 
© 
mae) 
a 
4 
i) 
° 
- 
© 


et b? — ga'c' est égal a b>? — fac. Aux formes précédentes sont 
liées naturellement les équations 


a+bt+ecv%=0, a+ b+ c't2=0. 


Si on désigne par z, v’ les racines de ces équations pour lesquelles 
le coefficient de z est positif, si l'on pose, comme précédemment, 


aM =—e+iV4ac— 6?, aM’ =— e+ iV4a'c'— 6", 


en désignant toujours par ¢, e’ des quanlilés égales a 0 ou a tr et 
de méme parité que 6, b’, on voit que, quand les deux formes / 
et f’ sont équivalentes, M est égal a M’. En supposant toujours 
Péquivalence des deux formes, on peut passer de 747’ par une 
substitution linéaire (de déterminant égal a 1), en sorte que J (7) 
est égal a J(7’). 

Inversement, s’il y a multiplication complexe pour 7 et 7’, el si 
Yon aJ(z) =J(<'), d’une part < et c’ vérifient des équations de la 
forme. 

a+bt+cecv?=0, @i-br+ecéwv=0, 


ott on peut supposer que les nombres entiers a, b, c sont sans 
diyiseur commun, de méme que a’, U’, c’ et que c et c! sont posi- 
tifs; d’autre part, 4 cause de J(<) =J(¢'), il existera des entiers a, 
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6, y, 9 tels que lon ait 


, Yor 


, 40 — By =1; 
a+ Bt 


v 


il en résulte que l’équation 
a(a+6r)?+ O'(a+ Bry(y+ dt) + e'(y + 6t)? =0 
ales mémes racines que l’équalion 
a+ 67+ ct? =0. 
Il est bien aisé d’en conclure que, si l’on suppose 
b?—4ac=b%—fa'c, 


les deux premiers membres sont identiques, d’ou résultent immé- 
diatement les équations (3) et, par suite, l’équivalence des deux 
formes envisagées. On voit d’ailleurs aussi que M == M’. 

I] suit de la que l’égalité J(z) = J(’) est la condition nécessaire 
et suffisante pour que les deux formes 


ax? + bry + cy, Be? by"? + ¢'2” 
soient équivalentes. Si l’on range dans une méme classe les formes 
équivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour 
un déterminant 6? — 4ac <0 donné revient a la recherche du 


degré de ’équation F(J, J) =o. 


§ IX. — Décomposition d’un nombre entier en une somme 
de quatre carrés. 


728. La comparaison des différents développements en série 
dune méme quanuté, que fournit la théorie des fonctions ellip- 
liques, conduit souvent a des propositions intéressantes d’Arith- 
méuque. 

Signalons, d’aprés Jacobi ('), le théoréme sur la décomposition 
en carrés. Il va résulter de identification des deux développe- 


(') QLuvres completes, t. 1, p. 239 (fin des Fundamenta) et p. 247. 
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ments (XXXVI, _,) et (CX, ) 


/ n= o h 
a . 
Ot = 5 s Gig 
4wyt 
n=—o va 
1 — 2) 
—2 \ 2Vv ! 
7 2VGd n v 
é;— 63 = ~{ 1+8 1 + § ee 
4oj aay: page 
(v) Ti 


ou yv=1, 3,5, 7, --.. Considérons d’abord le premier de ces 
deux développements. 
On reconnait de suite, a cause de l’identité 


s n> y een s 24+"? 
q g = q” +7 ; 
n n n,n! 


que, si l’on ordonne le carré de 2 q” suivant les puissances en- 


are p 
liéres de q, le coefficient de g\ sera le nombre de solutions de 
l’équation 
(re 1A == NS 


de méme, dans le cube et la quatriéme puissance de Dale le 
a 
coefficient de g* sera le nombre de solutions de l’équation 
n?+ n’2 + n"2=N 


ou de l’équation 


Ny 


n+ n+ n+ n2=—N. 


Cherchons maintenant le coefficient de g* dans les deux séries 


ieee = i ay g2Vieel) 


Vv 


SS = = >. (—1)B ng” (B+), 
i 


Soit 
N = 2’p, 
p étant un nombre entier positif impair, et considérons le cas 
our est plus grand que zéro. Pour que 2y(% +1) soit égal a 2"p, 
il faut et il suffit que v soit un diviseur de p; a chacun de ces 
diviseurs correspond un terme en g* dans le premier développe- 
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ment; le coefficient de gX dans ce premier développement sera 
done U(p), en désignant par ¥(p) la somme des diviseurs de p. 


Silona 
n(B +1) =2"p, 


n devra avoir la forme 2? d, d étant un diviseur de p qui peut 
@ailleurs étre égal 4 1 ou a p, et op un entier qui peut étre nul, 
inférieur ou égal a. Inversement, si n est de cette forme, en 
supposant dd! = p, ily aura un nombre 


Se aba 


gui rendra n(8 +1) égal a 27p. 

Si 9 est inférieur a7, 8 est impair; le terme du second déve- 
loppement qui correspond aux nombres d eto est ainsi — 2d; 
la somme de ces termes qui correspondent 4 une méme valeur 


de d est 


=r—1 


g 
=) > 2° = — d(2" —1), 


p=0 


et la somme de tous ces termes qui correspondent a une méme 


valeur de p est donc 
(Peri). 


Sip est égal ar, 8 est pair; le terme du second développement 
qui correspond aux deux nombres d et p =r est 2’d ; la somme 
de ceux de ces termes qui correspondent a une méme valeur de p 
est a7b(7). 

Finalement, le coefficient de gX, dans la somme 


n= oo 
Dbeer eer 
oF =e —e a 
I—q7v 1+ q” 
(Vv) at 


est 
2b(p)—Y(p)(2"—1) + U(p)2” = 34(p), 


en supposant 7 >o. Pour r= 0, on voit de méme que ce coef- 
ficient est U(p). 

On voit donc que le nombre de solutions distinctes, en nombres 
enuiers positifs nuls ou négauifs, de l’équation 


n? + n’2 4 n"2 + "2 = 9" p 
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est 244(p) ou 8U(p), suivant que r est différent de zéro ou égal 
a zéro. Il faut entendre que les solutions n, n', nr", nl et ny, nr), 
yu mm 
Wet, 
Wn ee ” 
et Pare 


sont distinctes si l’on n’a pas a la fois n=7,, n'=n', 
Il/ my 
=n 
Non seulement on a ainsi démontré la possibilité de décom- 
I 
poser en guatre carrés un nombre entier quelconque, mais on a 
le nombre de ces décompositions. 


Lidentité (XXXVI, ) 


34 (0) == SY lo) 57 (0); 


traitée d’une facon analogue, conduit a la proposition suivante : 


Le nombre des décompositions en quatre carrés quelconques 
d’un entier impair est égal a huit fois le nombre des décompo- 
sitions du quadruple de cet entier en une somme de quatre carrés 
dont les racines sont des nombres tous impairs et positifs ('). 


(1) Voir le Cours de Ch. Hermite, rédigé par M. ANDoyER, 4° éd., p. 241. 


—— 9 oe 


T. et M. — IV. 18 
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NOTE 1. 


Sur la fonction de z définie par l’égalité < = 7 


et sur un théoréme de M. Picard. 


On a expliqué au Chapitre VII comment < est une fonction unt- 
voque de x dans le plan G obtenu en pratiquant dans le plan de la 
variable x deux coupures allant le long de axe des quantités réelles, 
Pune de 0 a —o, l’autre de 1 & +o. En dehors des coupures la défi- 
nition de z n’offre aucune difficulté; nous avons expliqué au n° 543 
comment, au moyen des formules (CXX), on pouvait compléter cette 
définition sur le bord supérieur de Ja coupure de droite et sur le bord 
inférieur de la coupure de gauche; rien n’empéche, en distinguant 
les deux bords de chaque coupure, d’adopter une définition sem- 


blable sur le bord inférieur de la coupure de droite et sur le bord 
supérieur de la coupure de gauche; la fonction oe 
définie dans toutle plan G, y compris les bords des coupures, sur les- 
quels la fonction prend des valeurs infiniment voisines de celles qu'elle 
prend en un point infiniment voisin de la région du plan a laquelle ap- 
- partient le bord considéré et ces valeurs sont fournies sans ambiguité 
aucune par les formules (CXX,). C’est seulement aux points 0, 1 que 


la fonction n’est pas définie. Nous représenterons les bords de ces 
hel 


est alors 


coupures par des paralléles infiniment voisines ¢z, 6/2’, y'n', yq en 
regardant dz, y/74' comme appartenant a la région supérieure du plan, 
é'e’, yy comme appartenant a la région inférieure; nous relierons ces 
coupures par des cercles infiniment petits ¢xé’,y8' décrits respective- 
ment des points 1 eto comme centres (les points 2, 8 sont supposés 
sur l’axe des quantités réelles); enfin, nous décrirons, du point o 


comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qur rencontre 


les coupures aux points ¢, <’, 4, 4/ infiniment éloignés. Il est clair 


/ 


que le contour ad¢4/y'Byqe's'x limite une région (S) simplement 


connexe dans le plan @. Notre but est de montrer comment se fait 


, 


dans le plan de Ja variable +, lié a ~ par la formule 


Nea) : 
SG X(%) = f(%), 
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Yimage du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for- 
mules (CXX) y suffisent entiérement. Nous représenterons systéma- 
liquement par (a) le point du plan des t qui correspond au point a 
du plan des x. 

L’image cherchée est figurée schématiquement ci-dessous : 


(Y) (Y) 


Ss} 


Les points (~) et (8) sont sur axe des quantités purement imagi- 
naires, le premier trés prés de 0, le second trés haut. L’aire a droite 
de la ligne ponctuée est ’image de Vaire de (S) qui est au-dessus de 
Paxe des quantités réelles, l’aire 4 gauche est image de l’aire de (S) 
qui est au-dessous de l’axe des quantités réelles : deux points x 
affixes conjuguées ont pour images des points (x) symétriques par 
rapport al’axe des quantités purement imaginaires, 

Il nous faut justifier les diverses parties de cette figure. Supposons 
dabord que « décrive le petit cercle y/8y; les formules (CXX,_;) 
montrent de suite que, % étant trés petit en valeur absolue, on a 


iX'(x) i | 2 logs tog(s— x) + n(x) 4] ee 
=> = Of Sey, 
A) Dee Noe w= oe i: ay 

2 we See Nee 


. t : 
en sorte que x est sensiblement — —logz, le logarithme ayant sa 
TT 


détermination principale. Si l’on pose pour un instant x= oe”, on 


aura 


: : Oren ts 
x décrivant le petit cercle 7’ By, = diminue en partant d’une valeur un 


peu inférieure a1 pour aboutir a une valeur un peu supérieure a — 1; 
le point t ou (x) décrit donc, approximalivement, le segment de 
droite paralléle 4 l’axe des quantités réelles, qui va du point(y') ou 
— log : — log 
eee ar al point (7) ou parE Seg 
T 
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IN 


La figure décrite par le point t quand ~ décrit le petit cercle 6’a6 
° re == . 

se déduit de la précédente par la formule /(%) = ay Le point 
1—zx décrit alors, en effet, le cercle y'8y, done f(1—x) décrit ap- 
proximativement le segment rectiligne qui va de (y') a (7); f(~) 
décrit donc approximativement un arc de cercle de centre o allant de 
(0’) a(6), are de cercle correspondant évidemment a un angle au 
centre infiniment petit. 

Si x décrit le bord supérieur de de la coupure de droite, on peut 


. I j 
regarder % comme prenant des valeurs réelles de 1 4 +; - varie 


I rae pee 
alors de ra 0, (=) s’éléve donc sur l’axe des quantités purement 


imaginaires d’un point trés voisin de 0 a un point trés éloigné; de la 


formule f(z) = mates on déduil, par suite, que le point f/(~) 


décrit dans la région supérieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diamétre le segment qui va du point o au point 1, ou plutdt du 
point (6) au point (¢), puisque x ne va que de dae. 

Quand le point x décrit la coupure 6'<’ symétrique de de par rap- 
port alaxe des quanutés réelles, le point /(~) décrit le demi-cercle 
symétrique du précédent par rapport a Vaxe des quantités purement 
imaginaires. Quand x décrit le demi-grand cercle <7! dans la région 


\ 


pe I gs . . J eee 
supérieure du plan, mt décrit le demi-petit cercle By, ie) décrit 
x x 


approximativement le segment rectiligne qui va de (8) a (y); done, 
enfin, 


C= 


=r) 


décrit un arc de cercle infiniment petit de (¢) a(x’) dans le voisi- 
mage de I. 
Quand le point x décrit le bord supérieur 7/y' de la coupure de 


gauche, en allant de —#ao, le point 1—~x décrit le bord inférieur 


e'6' de la coupure de droite de +0 a1, — Fon) décrit donc le demi- 
cercle (e') (0’) ett = f(x), la paralléle menée du point 1 a l’axe des 
quantités purement imaginaires a partir de (7') infiniment yoisin 
de (c) et de r, jusqu’a un point (y') infiniment éloigné au-dessus de 
Paxe des quantités réelles, 

En réunissant toutes ces parties, on a image complete. L’aire (S) 


el son image se correspondent, point par point, d’une facon univoque. 
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On peut si lon veut supprimer les arcs infiniment petits ainsi que 
le cdté (y') (y) infiniment éloigné vers le haut; ona alors le théoréme 
suivant : 


St dans le plan des % on pratique deux coupures allant de 1 a 
+0etdeod —wo le long de l’axe des quantités réelles, et si l'on 
regarde le bord supérieur ou inférieur de chaque coupure comme 
fatsant partie de la région supérieure ou inférieure,, le plan des ~ 
Ux (%,) 
image la partie du plan des x limitée: 1° en bas par les demi-cercles 


ainst coupé, par la transformation conforme == > @ pour 


sttués au-dessus de l’axe des quantités réelles, et ayant pour dia- 
metres les segments de droite allant de —1 doet deoad +1, 
2° a droite et a gauche par les paralléles menées par les points 
+1 et —1 a lace des quantités purement imaginaires. Les deux 
demti-cercles sont les images des bords inférieur et supérieur de 
la coupure de droite; les deux paralléles sont les images des bords 
supérieur et inférieur de la coupure de gauche. 


Quand on traverse la coupure de gauche et qu’on remplace x’ (x), 
x (x) par les fonctions qui les continuent, la fonction qui continue 7 est, 
comme on I’a vu (t. III, p. 209), s+ 2 suivant que l’on traverse la 
coupure de haut en bas ou de bas en haut. De méme quand on tra- 


= 


. . . . v . 
verse la coupure de droite, la fonction qui continue t est ———, sui- 
(=e 


SE De 
vant que l’on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. 
On reconnait trés aisément quelles images du plan des x, coupé comme 
on l’a expliqué, fournissent les transformations conformes correspon- 
iX'(x) 

X(x) 

Si nous envisageons la fonction t—/(~), définie en un point x, non 


dant aces nouvelles branches de la fonction 


situé sur lescoupures, ainsi qu’aux environs de x, et obtenue par con- 
tinuation le long d’une courbe quelconque, pouvant traverser les cou- 
pures, mais non les points 0 ou 1, nous savons que cette fonction est 
holomorphe a l’intérieur de tout contour simple entourant le point x, 
et ne contenant ni le point o, ni le point r. Dans une aire contenant 
Vun ou l'autre de ces points singuliers, la fonction f(x) est suscep- 
tible d’une infinité de déterminations, mais toutes les branches de 
cette fonction que l’on engendre en tournant autour de l’un ou de 
Vautre des points singuliers 0, 1 sont toujours réguliéres en un point 
quelconque du plan autre que o et 1. En outre, le coefficient de 2, 
pour une valeur quelconque de f(«), est toujours posiuf. 

Ces propriétés de la fonction f(x) ont permis a M. E. Picard 
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d’établir une proposition importante concernant les fonctions entiéres 
(transcendantes ou non) et que voici (1) : 

S’il existe deux nombres a, 0, tels que la fonction entiere g(z) ne 
puisse acquérir, pour aucune valeur finie de s, ni la valeur a, ni la 
valeur 6, cette fonction est une constante, 

Si la fonction entiére g(s) ne prend ni la valeur a, ni la valeur 0, 

§(4)—a@ 

b—a 

valeur 1. Il suffira donc de démontrer qu’une fonction entiére g( 2) 


la fonction, aussi entiére, ne prendra ni la valeur o ni la 


qui ne prend ni la valeur o, ni ta valeur 1, est une constante. 

Dans la fonction <= f(x) précédemment définie, regardons ~ 
comme étant égal a &(z); nous obtenons ainsi une fonction de s que 
nous désignerons par F(z) et qui (n° 49) est réguliere pour toute 
valeur s, de s, puisque x n’est jamais égal-ni a o, ni a1. La série 
entiére en < — z, qui représente Ja fonction F(z) aux environs de 2) 
ne peut avoir un rayon de convergence fini (n° 55); la fonction F(z) 
peut done étre représentée par une série entiére en z — 5, (ou en 5), 
convergente quel que soit 3; c’est une fonction entiére. 

Si, d’ailleurs, on pose F(z) =a + 7B, A et B étant réels, on est stir 
que B est positif, quel que soit s; or ona 


PANN ees =O <a 


la valeur absolue de la fonction entiére e’*‘*) étant plus petite que 1, 
quel que soit z, cette fonction est une constante; il en est donc de 
méme de F(z), et, par suite, de g(z). C’est ce qu’il fallait dé- 
montrer. 


(1) Annales de l’Ecole Normale supérieure, 1880. Cette proposition, généra- 
lisée tout d’abord par l'‘auleur lui-méme, a recu, grace aux beaux travaux de 
M. Borel (Lecons sur les fonclions entiéres, 1900), une extension considérable. 
Nous n’avyons en yue que la démonstration méme de M. Picard, relative au théo- 
réme énoncé, 
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. 


NOTE 2. 


Sur les suites arithmético-géométriques de Gauss. 


En partant de deux nombres positifs quelconques a, by, dont le 
premier a, sera supposé plus grand que le second dy, considérons la 
double suite indéfinie 

Oly, Madnips. MaIbig a Nolita | 0h Sah (2H oe" Kenroy 


bo, by, bo, Dou) On—1, On, SC) 


obtenue en supposant, en général, 


Ont On 4 <a ae : 
CD) eae aa ane p= au an (0 =A, OR Se 6 6 alle 


ou lon doit entendre,’'comme dans ce qui suit, que le radical a sa 
détermination arithmétique. 
On voit de suite que l'on a 


[Van a Vous)" 


[Vari + Vora} 
2 


an bn= an + bn = 


please ee. 
an— On 5 ee = =) =, (o= St) 
wee ENE = ? 


An+ bn Ti een mea maa Gn=1 + On—1 
la derniére inégalité résultant de ce que l’on a 


(Gian aia Vb)” > (Gp. Ds ser 
Les formules précédentes montrent que l’on a 
an > On, An <n-15 On > On-1; 


les nombres a, @, @, ... vont donc en décroissant; les nombres J, 
b,, bs, ... vont en croissant; les nombres dy, b,, b,, ... restent in- 
férieurs aux nombres a, @, @2, ... de méme indice; les deux suites 
ont donc une limite; cette limite est la méme a cause de linégalité 


GB an— On ay — by \*" 
: ) Gn + On dot by 


ui résulte immédiatement de Vinégalité (2). On voit sur Vinéga- 
q § 
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lité (3) que les deux suites convergent trés rapidement vers leur 
limite commune. 
Si l’on pose 


An—1— On—-1 


Cn = Vaz—b2 = (C2 ==5. Dy BiG 0'0))p 


r) 
il est clair que l’on aura 


hint O74 == Os 


n=o 


au reste, on reconnait sans peine que l’on a 


Cc gn—t 
Cn <4 bo (4) ° 
0 


Gauss a appelé la limite commune des deux suites a, a, ... et 
by, b,, ... la moyenne arithmético-géométrique des deux nombres 
positifs donnés a, Uy, et l’a représentée (1) par le symbole p. Ona 
manifestement, quel que soit lenombre positif h, 


(hao, hbo) = hp(ay bo). 


Proposons-nous d’évaluer la moyenne arithmético-géométrique des 
deux nombres positifs 


io) 


ay =32(0|2), by = 32 (0/"), 


Se r r ole ms 
ol = est un nombre donné réel et positif, en sorte que g = e** est 


réel, positif et plus petit que 1, et que a, > b, >o. Ona immédia- 
tement (XXXVI, ) 


Cy = 33 (0|s), 


puis (XLVII,), 


ay + by I 


I eet [33 (o|<) + 32(0/t)| = 33 (0/2), 
Oy = V ao by = 33(0|t) S,(0|7) = S(O De), 

ay— b I oe S2 oe) 
oT oe = 5 [43]*) — Ji (ol*)] = 33 (0/27), 


et, en répétant le méme raisonnement, 


dn =F32(0]2"2), by =FE(0]2"2), en = B3(0] 22). 


(') Werke, t. III, p. 352; voir aussi t. III, p. 362 et suivantes (Nachlass), out 
Gauss emploie le symbole M au lieu de p. 
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Quand nz croit indéfiniment, e?"**/ — g?" tend vers zéro, donc a, et 
b, tendent vers 1; nous aurons donc 


»[33(0|=), 33(0|z)] =r. 


qe 
ae 
et 
core 
aes 
S 
z 
7 
w 
ww 
es 
° 
a 
= 
| 
als 
lI 
: 


Ceci posé, appliquons les formules de transformation quadratique 
de Gauss, en nous rappelant que d vy désigne le module correspondant 
a une valeur de < égale a la movtié de celle qui correspond au mo- 
dule £, et que l'on peut donc poser simultanément (XXXVII,_,) dans 
les formules (LXXXIV), eny changeant, toutefois, + en 27, 


5 — 22(0|*) Co x! bo 32 (017) 
SS ree =—3) Nee Sey =, Yous I 
ail) ay ay Jin (Oilep) 
co/ 3 
re Fe(Olme yr Cs ie Ce HORE?) 
ao Ge eae Oe ee LT Need 
3(0] 27) ay a J3(0| 27) 


Si Pon désigne par Uy) et o les fonctions amplitudes, comprises 
ue 


tk 


entre o et—» de wet de » pour les modules ) et 4, en sorte que 
2) 


l’on ait 


; u : 
sn(w, A) = sino, sn (. ge t) = SING, 
Fiera ae 


. 


la formule (LXXXIV, ) fournit la relation 


SIN 9 


sin Wo ==" Ay 1 C4 : 2 
: eo ) a, + C; SIN? op 
ay — by 


A . . Cy A x 
ue l’on peut écrire, puisque — est égal a ; 
q Pp »?P q a roe aaa bo 


2 Ay SIN Yo ; 
(ay +- by) COS? Gy + 2p SiN? Oy’ 


(1) sin Yo = 


c’est sous cette forme que Gauss en a fait usage ('). 


(1) Werke, t. III, p. 352. 
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Des relations 


5 a 
vo = amu, A), oj = am (; rg 2 i) 
in 


on déduit, d’ailleurs, par inversion, 


Fgad dt u ees dt 
C= m/ = re 
abe Vt— d*sin?t |, I+ k ‘ | \/1 — #2 sin? ¢ | 


en sorte que |’équation (1) est équivalente a celle-ci 


n ; 
(1 bis) ie dt : Nee dt 
1 bis a : 
. | / a2 cos2t + 62 sin2¢ | 3 | a? cos? + 6? sin?? | 


De méme, les deux relations 


N 
via 


Ay SiN Oy 
(Ant by) cos? on + 24p Sin? on 


(2) sin vp = 


= 


Y | 


et 


tAtyn Qn 
: dl dt 
(2 bis) = 
We | /azcost¢ +b2sin2t| ‘ | /a2,,, cos?¢ + b2,, sin?t| 
sont équivalentes quel que soit n =o, 1, 2, 3, 
es formules permettent de ramener le calcul d’une intégrale ellip- 
Ces f les j ttent d le calcul d’ tégrale elliy 
uuque quelconque de premiére espéce, mise sous la forme normale de 
rendre, nt le module est réel et compris entre o et 1, au calcu 
Legendre, et dont ] lule est réel et ] tre o et 1, alcul 
une intégr du méme type ayant un module positif plus peti 
d’une intégrale d type ayant lule positif pl tit 
quan nombre positif aussi peut que l’on veut. Si, en effet, 


ve dt 
r | Va? cos?t + 62 sin?t | 


. , , s Cc . 
est Pintégrale donnée, a module ah la formule (1 bis) montre qu’elle 
0 


Wate dt 
4 | a? cos?t+- 6} sin2¢ 
1 I 


0 


est égale a lintégrale 


a module  moindre que <°, et ow s’exprime au moyen de ar 
a q ao Po § Cx] y Yo P 


Ja formule (1). En prenant ensuite ¥,—9, dans la formule (2 bis) 
écrite pour n= 2, on voit de méme que l’intégrale donnée est égale 


w 


a Vintégrale 
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ie dt 
0 | a3 cos? ¢ + 63 sin? | 
2 


: : c d ‘ 

a module os moindre que aaa et oti 9, s’exprime au moyen de 4, =, 
2 { 

par la formule (2) écrite pour n =1. Et ainsi de proche en proche, 

en appliquant les formules (2) successivement pour n= 2, 3, ..., et 

en prenant chaque fois ¥;—= 9;-,;, on voit que l’on a pour tout 


indice n, 


Fie dt ieee dt 
— 2 
re Va2 cos?t + b2 sin2¢ | 4) |\Va2 cost¢ + 62 sin2¢ | 


©, Sexprimant au moyen de ¥, par la chaine d’équations du second 
degré (en sin9;) 


2a; SiN O; 


é es one 
Oj = Yi) 


sinv; = : 
¥ (az+ 6;) cos?o;+ 2a; sin? 9;’ 


< 
< 


(0 2.O5 Ug Bhs 009. He 


via 


Or, par un choix convenable de n, on peut toujours s’arranger de 


facon que le module positif “” de la derniére intégrale soit plus petit 
a 


qu’un nombre positif donné 4 l’avance aussi petit que l’on veut. Le 
théoréme annoncé est donc démontré, 

En particulier, si l’on a a calculer pour un module quelconque 
donné, compris entre o et t, la valeur de l’intégrale complete de pre- 
miére espéce de Legendre 


wld 


! 


dt 


—K= ! —__; 
ho ; | (a2 cos?¢ + b2sin2¢| 


on voit que ce calcul reyient a celui de l’intégrale 


T 
2 


yen dt 
J | az coste + b2 sin? | 


qui lui est égale, quel que soit le choix que l’on fasse de lindice x, 
et pour laquelle Je module peut étre rendu aussi petit que l'on veut. 
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NOTE 3. 


Sur les covariants H et T d’une forme biquadratique R. 


Toute forme binaire biquadratique 
R = ao 3i + hay 3} Zo + 6 aye} 23 + 435133 + a, 23 


admet, outre son hessien (t. 1V, p.70) 


un second covariant T que l’on peut définir par l’une ou l’autre des 
égalités (1) équivalentes 


T= =f R(Aj2f+ 3A,22 25-4 3Aqe, 224 Azee) 
— H (ao 3} 4--3.@1 3? 3. + 3.93133 + A353 )] 
T=—=[ R(A,23-+ 3Ay23 9 +3A51;23 + A, 33) 
1 
—H( a, 2} + 3 dq 37 2 + 335,33 + a,33)| 
: —H , : 
Dela relation p(2u—a— b) = =e établie (p. 74 dut. IV), 


RL) 


on déduit aisément une relation fondamentale qui lie les deux cova- 
riants H et T aux deux invariants 5, 9; et a la forme R elle-méme. 
Reprenons les notations 


£= — = f(u), y=pl(2eu—a—bdb); 
on aura, d’une part, comme on vient de le rappeler, 


H(z , 52) 
(1) sees NE, a 


yy) ee I , 
(*) La différence des seconds membres, multipliée par - z, 5, se présente sous 
2 .) 


la forme RIf— HR et est donc nulle. Il peut étre bon d’observer que l’on a 
aussi 


aoe @ ou OH 4 


SINO Gn 25 Os Ose 
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d’autre part, on a 


dy 
tee ae, 


=d(2xu—a—b)=d(2u), 


et comme la relation 


—=du peut s’écrire 


VR(z) 
4S dz, 4 dz» 
: = Gs 
VBC, 22) 
on a aussi la relation 
@ 5 dz,— 3, dz, = dy é 
VR (41, 22) — V4y> — 827 — 83 


Si dans la relation (2) on remplace y par sa valeur tirée de (1), on 
obtient légalité 


32 adz,— 2, dz, R dH -—H dR 
2 aes 


mais RdH — HdR est une fonction linéaire et homogéne de dz,, dz, 
dont il est aisé de calculer les coefficients; le coefficient de dz, est 
23,T, celui de dz, est —23,T; on a donc 


Bod, — dZs (2, dz, — 2 Gbs5 AW 
VR(a1, 42) JR(— 4H?-+ gy HR? —g3R°) 


On en déduit la relation fondamentale ('), due a M. Hermite, 


T2—— 4\b-- g,HR? — g; Re. 


(1) M. Weser, Ellipt. Functionen, p. 13, part inversement de cette relation 
pour établir l’égalité (1). 
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NOTE 4. 


Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas 
ot les invariants sont réels. 


Nous avons signalé, au n° 612, la transformation qui permet de 
passer d’une fonction y = p(u| @,, 3) dans laquelle les deux périodes 
2W,, 2 3 sont imaginaires conjuguées a la fonction 


lW3+W, W3— W, ) 


Yee) (w ) 
NT 2. 2 / 

dans laquelle les deux périodes sont, lune réelle, autre purement 
imaginaire. Il convient d’étudier d’un peu plus prés cette transfor- 
mation, en raison du parti qu’on en peut tirer dans les applications. 

Observons d’abord, sans rien supposer sur les périodes 2,, 20,, 
que la fonction Y peut étre regardée comme une fonction doublement 
périodique avec les périodes 2,, 23; elle admet alors comme poles 
doubles, dans le parallélogramme correspondant, les points 0 et 
®,-+ 3; la formule de décomposition en éléments simples fournit 
immédiatement la relation 


ES eT 2y KE )) 


ae, 


Y=p(u)+p(u+o2) C5 = y 4 


ot Pon a écrit pu, ouy, au lieu de p(w] ,, 05). 


— A eo = Ws + W 
En désignant par E,, E,, E; les valeurs de Y pour uw = ———*, ,, 


OU by——— Ny) . 
> —, on trouve de suite 


Ey = 2m — és, 
Ey = — 2€2, 


E3 = 2m' — éo, 


ott Pon a posé, comme au n° 594, 


W3 + W, 
DGD Sa ane ana Va ey) Ves = es, 


W3 — W4 


‘ owe Se 
MM) 8) = €, — V/e,— &; Vez — 63; 
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on en déduit sans peine les relations 


eee ap gest gee €4 MF a 
Jira? ae) 

Veerht, == Wes my? dy es (y—m)(y — mi) 
ete? dy C= 


Si nous nous plagons maintenant dans le cas ott w,, 3 sont des ima- 
ginaires conjuguées, la partie réelle et le coefficient de ¢ étant positifs 
dans w;, les quantités e; = A+ Bz, e,—=A— Bé seront des imagi- 
naires conjuguées, e,—— 2A sera réel et B sera positif (n° 563) : 


Vex— €1, Vex — 3 sont des imaginaires conjuguées et leur produit 
V9 A? + B? est positif. Les formules précédentes coincident avec celles 
du n° 612, Les points m et m’ sont les points d’intersection (le pre- 
mier a droite, le second a gauche) du cercle (e,) décrit du point e, 
comme centre et passant par les points e,, és. Si l'on imagine pour 
un moment que la variable Y soit figurée sur le méme plan que la 
variable y, on voit que m, m’ sont au milieu, le premier de e,, E,, le 
second de é,, E3, et que le point Y, dont l’affixe est liée a celle du 


point y par la relation 
(@,— €1)(€2— @3) 


Y=@=yie@+ 


Vie. 


peut s’obtenir par la construction suivante : on prend le symétrique 
(n° 559) vy, du point y par rapport au cercle (é,), puis le symé- 
trique y’ du point y, par rapport a l’axe des quantités réelles; en se 
rappelant que (é, — e,) (é, — es) est le carré du rayon du cercle (e,), 
on voit de suite que l’on a 


VS = 62) UY = en); 


Y est donc le quatriéme sommet du parallélogramme dont y, @3, y' 
sont trois sommets. Aux deux points y, y’ liés parla construction que 
Von vient de dire, correspond évidemment un méme point Y; lun des 
points y, y/ est al’extérieur du cercle (e,), autre est a lintérieur. 
Si Pun des points y, y’ est sur le cercle (e,), il en est de méme de 
Pautre, et, dans ce cas, le point Y est sur l’axe des quantités réelles 
entre e, et E, ou entre e, et E; suivant que la partie réelle de y est 
positive ou négative., Lorsque y est un point de l’axe réel, y; et y’ sont 
tous deux confondus avec le conjugué harmonique de y par rapport 
aux points m, m' et le point Y est sur laxe des quantités réelles, a 
droite de E, ou a gauche de E,, suivant que y et y’ sont a droite ou a 
gauche de e,. Si y croit de e, a m, ou décroit de + 0a m, Y décroit 
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4 


de + a £,; de méme si y décroit dee, a m’, ou croit de — a am’, 
Y croit de — «aE;. Ces diverses remarques se raccordent trés faci- 
lement aux considérations développées aux n°* 59%, 595 et dans la 
Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur peut, par 
exemple, se reporter a la figure de la page 164 pour ce qui concerne 
la correspondance entre le plan des y et le plan des wu, défini par la 
relation y= pu. 

Remarquons d’abord que les deux points y, y’, qui se correspondent 
par la construction que nous venons d’indiquer, peuvent étre regar- 
dés comme les images de deux points uw, symétriques par rapport au 
point 4(w3-++ ,); a ces deux points w dont la somme des affixes est 
w3-+ wo, correspondent, en effet, deux points y=puety'=p(U+ a), 
en sorte que l’on a 


(y— é2)( y' — ez) = (€, — e; )(e2 — €3)- 


J 


L’image du rectangle du plan des wremplit toutle plan des y et con- 
duit au systéme de coupure figuré a la page 164; Pimage du méme 
rectangle, en vertu de Ja transformation 


Y= p (u 


remplit deux fois le plan des Y. Si l’on sépare ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de w, a 3, droite dont Vimage dans le 
plan des y est l’arc ¢,me, du cercle (¢,), le rectangle de gauche aura 
son image, dans le plan des y, aVextérieur ducercle (2). Si le point uw 
décrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les 
points 0, (63; — 1), 4, 7(W3 + 1), w3, ¥(3— 1), 0, le point y 
se mouvra sur l’axe des quantités réelles de — « a m’; puis, sur le 


a 


W3 a Oy W3 = W4 
2 2 


cercle (¢,) de m’ a¢,, de e,a m, de m a ¢3, de <3 a m’; puis, sur l’axe 
des quantités réelles de m! a — o, en ayant toujours l’aire indéfinie a 
sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas laxe des quan- 
tités réelles et s’y mouvra de — 0 4 E;, de E; 4 E,, de E, 4 E,, puis 
reviendra de E, a E,, de E, a E;, de E; a —o. L’image du rectangle 
de gauche envisagé (dans le plan des w) remplit tout le plan des Y. 
De méme, l'image du second rectangle du plan des wu, symétrique 


Wy 


a 4 W3 4- 5 f 5 ae 
du premier par rapport au point aaa) se fait a Vintérieur du 


cercle (<,) dans le plan des y, et remplit tout le plan des Y. Si le 
point w décrit le contour de ce rectangle en passant successivement 
par les points s+ ;, $(@, + 30), 3, $(w3 +), ©, $(w3-+ 3.0), 
3-+ , le point y se meut sur l’axe des quantités réelles de <, a m’, 
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puis sur le cercle (e,) de m’ a ¢;, m, ¢,, m' pour revenir le long de 
axe des quantités réelles de m’ a <,; le point correspondant Y décrira 
le méme systeme de coupures que précédemment. 

On n’a des lors aucune peine, lorsqu’on substitue dans une inté- 


grale définie Shy) ay, a la variable y, soit la variable Y, soit la 


variable w, & voir comment les chemins d’intégration se corres- 
pondent. 


: ; / | Ope Wyss am) 
Au lieu de la transformation Y = p e 3 ree '), on 


2 2 


peut employer la transformation 
Z=p(u| o3+ o,, 03 — ,); 


c’est alors y= pu qui s’exprime rationnellement au moyen de Z. En 
conservant les mémes notations, sauf a désigner maintenant par E/, 
E,, E, les valeurs de Z pour uw, + ,, 203, ©;—,, on trouve 
sans peine, par exemple, en se servant de la formule d’homogé- 
meite (11, ), 

[Dessay Ro =7E., E, =+;, 


puis, par la formule de décomposition en éléments simples, 


Y=Pl(U| 3 + 71, 3 —W,) + p(U—20 3] w3 + W1, W; — w,) — EY 


yee OPS Oa sly Be ; 
TO LE Aiea 


en continuant de poser 
é, =A + Bi, €y =—2A, e3 = A— Bi. 


On en tire 


LR eae jaIR ae ee ean 
- Bees (z Suiels a (z Ses on *) 
a 4 ee coe i 
y] c3 = ZAIN ? hE Vb = PX 


La construction ud point y au moyen du point Z s’effectue en se 
servant du cercle (A) décrit du point A= EE, = }(e,+ e;) comme 
centre avec un rayon égal a $B. On prend le symetrique Z, de Z par 
rapport au cercle (A), puis le symétrique Z' de Z, par rapport a la 
droite qui joint les deux points @, €33 le point y est le sommet opposé 
au point A dun parallélogramme dont trois sommets sont A, Z, Z’; 
les deux points Z, Z' fournissent le méme point y. 

Tet Mo — lV. 19 
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La transformation précédente peut étre commode quand on a affaire 
a des valeurs réelles de y; on observera que le point w allant en ligne 
droite de 0 a w; +5, puis de w, + 3 a 205, le point Z va sur l’axe 
des quantités réelles de + 0a KE’, puis de Ea A, etle point y, aussi 
sur l’axe des quantités réelles, de + 0a — a. 

Ces résultats mettent en évidence l’existence d’une transformation 
az+Bz+y 


ul transforme 
a 22 + Big + ¥' 3 


rationnelle a coefficients réels x = 


, ou le polynome du quatriéme 


une différentielle dela forme ae 
JR 


degré R(x) a coefficients réels admet deux racines réelles et deux 
racines imaginaires en y, en une différentielle de la forme 


f dz 
V4(Z—E‘) (Z— E)(Z— E}) 


par une 


On peut, en effet, d’abord changer la différentielle = 
R( Ss 


transformation linéaire en une différentielle de la forme 


ihe 3 
Vly — &)(V—és)(¥ — €3) 


on posera ensuite 


B2 
See ane 
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NOTE 5. 


Sur le sens de la variation des fonctions 5 pour des valeurs 
réelles de argument dans le cas normal. 


Les résultats établis au n° 175, relatifs 4 la variation des fonctions 3 
dans le cas ot = est positif et ot la variable » est réelle, deviennent 


intuitifs lorsqu’on se reporte aux formules de décomposition en fac- 
teurs (XXXII,_,). Observons d’abord que, dans les quatre seconds 
membres, les produits infinis que l’on voit figurer sont formés de fac- 
teurs toujours positifs qui tous varient dans le méme sens que 
— cos2”r pour 3,, J,, que + cos 27 pour, $3; le sens de la varia- 
tion du produit infini est le méme que celui de ses facteurs. Le sens 
de la variation de 33() et de S,() est ainsi évident. Quant a 3, (9) 
eta 3,(), en tenant compte des facteurs siny et cosy, on voit que 
la premiére fonction augmente de 0 a 3, (4+) =%2(0), que la seconde 
diminue de 3,(0) a 0, quand » augmente de o a 4; les formules 
(XXXIV;) permettent ensuite de reconnaitre le sens de la variation 
quand » augmente deja. 
Des considérations analogues s’appliquent aux fonctions 


Uenen OM, Lees : 
. Ste em aal ly), Mae) ay (U0), 
décomposées en facteurs ot figurent shy, che au lieu de sin¢, cose. 
n reconnait directement sur les expressions SEN CA0) SEN CASD C0 
O1 it directement les expressions de acs que 
ces fonctions, toujours positives, varient dans le méme sens que ¢; 
puis, directement encore sur l’expression de 3, (7), que cette fonction 
; P F Nae z Wee We a 
décroit quand ¢ croit deo a ae quand ¢ croit de aie? 3,(¢) con- 
tinue de décroitre, comme le montre la relation entre 3,(¢v) et 
3, (« — tv). Enfin la formule de passage de la fonction %, a la fonction 


Pye : es 
3, montre que la fonction 771 (cv) croit quand ¢ augmente deo a ae 
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LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 


1. La lettre de Charles Hermite, que l’on va lire, demande quelques ob- 
servations préliminaires. 
Nous avons dit (n° 198) que les formules (XLVI,2.3) qui expriment au 
moyen de 9(t), V(t), x (7) les fonctions o(1T), U(r), y(T), ot l'on suppose 
e+ dt ae : a) ; 
Ue paras désignant par a, b,c, d des entiers liés par la relation 
a T 
ad — bec = 1, étaient dues a Hermite. Il les a données sans démonstration 


en 1858. La démonstration qu’on trouvera dans cette lettre est la seule 
quil aura publiée. 

Cette démonstration, dans le cas ot a, d sont impairs, 6 et © pairs 
(XX, cas 1°), repose sur la formule 


(ole) 
Te Ne oraang 


qui est une conséquence immédiate des formules (XXXVI, ), (XXXYVIII;), 
(XLVII,), (XXVIII;). Cette formule a lieu quel que soit +, done aussi 
quand on y remplace < par Tr. En supposant 6 =26', 2c =c’, ona dail- 
leurs 
_e¢+dar 
AN ED Fe 

et, puisque ad — 6’c' est égal a 1, on voit que les fonctions S(0|27) sont 
liées aux fonctions S(o|27) par les formules de transformation linéaire, 
comme les fonctions S(o|T) aux fonctions S(o|t). Le calcul se fait trés 
facilement au moyen des formules XLII. Pour les fonctions S(o| 7), S(o|z) 
on est, par hypothése, dans le cas 1° du Tableau (XX,); pour les fonctions 
J(o|27T), 5(o|27) on est dans le cas 1° ou dans Je cas 3° de ce méme Ta- 
bleau, suivant que 6’ est pair ou impair; mais, dans les deux cas, v est égal 
a3, ml” est égal ad; c’est toujours la formule (XLII,) qui s’applique et 
lon a, en outre, a utiliser la seconde formule (XLII,) et la troisiéme for-— 
mule (XLII,;). En désignant par ¢,, ¢/ les quantités analogues a ¢, ¢’”, mais 
relatives aux entiers @, 0’, ec’, d, on obtient ainsi, en supposant a> 0, 


UN Ee (ON eee 
Us) 7 ey 8 a Ae 5 ) 


1 \ 
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on a d’ailleurs, par une proposition d’arithmétique bien connue, 


ee eka) 


a—i1 ab a+d 
— e( +1 


Yryaynyee 


et, par conséquent, 


De la relation ad — bc = 1, et de l’hypothése que 0 et c sont pairs, il ré- 
sulte que les nombres @ et d sont tous deux congrus at ou a — 1(mod. 4), 
et que, par suite, a+ d est le double d’un nombre impair; le nombre 


at+d eon Me ia 
c Re ae cee done divisible par 4, et i’on peut écrire finalement 


a@—ab—1 


(oo Uae 


C’est la formule que Ch. Hermite établit dans sa lettre et d’ow il déduit 
toutes les autres. Mais ce n’est pas ainsi qu’il procéde. 


2. C’est a lui encore qu’on doit les formules générales de transforma- 
tion des fonctions 3; il les a données en 1858 dans le Journal de Liou- 
ville. Par une analyse trés simple et trés profonde, il a fait dépendre la 
constante qui figure dans ces formules, et dont le signe est si difficile a 
déterminer, de l’expression (') 


En transformant la somme S au moyen des résultats dus a Gauss et en 
profitant des simplifications apportées a ces résultats par Lebesgue, dans 
différents Mémoires du Journal de Liouville, il a obtenu des formules 
équivalentes aux formules (XLII), que nous avons établies sous la forme 
donnée par M. H. Weber (£llipt. Funct.), en partant des propriétés de 
h(z) que l’on doit a M. Dedekind. Si nous n’avons pas adopté la démons- 
tration d’Hermite, c’est qu’elle appartient a un ordre didées tout autre 
que celui ou nous ayons voulu nous placer, mais nous croyons devoir re- 
produire ici cette démonstration, d’une part a cause de sa beauté, d’autre 
part pour permettre au lecteur de mieux pénétrer la signification de la 
lettre de Ch. Hermite. 

En appliquant la méthode qu’on lui doit (n° 273, 274, 381) pour trouver 
les fonctions (transcendantes) entiéres les plus générales qui soient dou- 
blement périodiques de troisiéme espéce avec des multiplicateurs donnés, 


(1) Summatio quarumdam serierum singularium, 1808; GAuss, Werke, 
tin, Whe 0}, he 
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on voit immédiatement que la fonction (transcendante) entiére la plus gé- 
nérale qui vérifie les équations fonctionnelles 


(1) fle +1)=(—D8f(e), fle) = (—1)Be-*maes2) f(0), 
ot a, 8 sont des nombres entiers donnés, est la fonction 


if 


00,8(0) ed > (= ype BLU tg) +e (nae) 
(2) (n) 


1 
~ETTHI+7 THY att (3 
aa es J3(°+ ——); 
\ 2 


Vindice n placé sous le signe © indique ici, comme dans la suite, que n 
doit parcourir la suite de toutes les valeurs entiéres, négatives, nulle et 
positives. La notation 64,8(9), employée par Hermite, a déja été signalée 
dans la Note du n° 160, ot l'on a expliqué comment elle se relie aux no— 
tations de Jacobi, que nous avons adoptées. 

En désignant par a’, 8’ deux nouveaux nombres entiers, en remplacant 
dans légalité (2), » par » + 4(a't + B')et en remettant ensuite, ala place de 
33[¢+ 4(a + a’ )t + 1(8 2,8], son expression au moyen de 0g+49',8+6/(?), 
qui résulte de cette méme égalité (2), on trouve immédiatement 


s! a 1 rs 1 Pay 
—in(a v3 aR; ta? ) 9 


(Gy) Oae(P9+5e¢’7+48') =e ata’, B+B’ (?). 


Cette formule, sauf quelques différences insignifiantes dans les notations, 
a été donnée sans explications dans la Note que nous venons de rappeler, 
ainsi que les deux relations, évidentes sur la définition méme de la fonc- 
tion 94,8(¢), 


(4) Va+2 8(%) =(— 1)P 04,6( 9); O4,8-+2(%) = 94,8(¢)- 


Quand nous aurons besoin de mettre en évidence la facon dont la fonction 
94,8(¢) dépend de ¢, nous l’écrirons 04,8 (¢| 7). 

Il résulte clairement du n° 178 que, si l’on désigne par a, 6, ce, d quatre 
nombres entiers liés par la relation ad — be = 1 et si l’on pose avec Her- 
mite 


(5) (gy) = efnoehia+hr) 9. a[(a + br)o|], 


la fonction I(¢) ne différe que par un facteur constant de la fonction 
ane (« e+ dt 

: a+ bt 
blement choisis. Ge premier résultat, que nous avons déduit de Ja théorie 
de la transformation linéaire des fonctions ¢, ressort d’ailleurs aussi trés 
facilement, ainsi que l’expression des entiers «,, 8, au moyen de a, b, c, 
d, «, 8, du théoréme de Ch. Hermite sur la résolution des équations fonc— 
tionnelles (1). En effet, la formule (3) permet de calculer ce que devient 


)> en désignant par «, 8; des nombres entiers convena- 
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le second membre de l’équation (5) quand on y augmente ¢ de r ou de 


e+ dt , Bin : 
T= Tbe? Puisque alors la quantité (a+ b7)¢ s’augmente de a+ bt 
z 
ou de c+ dz; on trouve ainsi, aprés des réductions faciles, en tenant 


compte des formules (4) et de la relation ad — be =1, 


(6) W(e+1)=(—y)nM(r), M(e +1) =(—nhre-imaren (0), 


ou 
a= ar+b8+ ab, 6, =ca+ dB + cd. 


Les équations fonctionnelles qui vérifient ainsi la fonction (transcen- 
dante) entiére I(¢) ne différent des équations (1) que par le changement 
de «, 8,7 en #, Bi, 7; cette fonction ne peut donc différer de 94,,8,(9| 7) 
que par un facteur G, indépendant de ¢, et qu’il reste a déterminer. En 
d’autres termes, ona 


ua [Ca + bt) v|c] efmblatrbre? — ©0a4,8, (¢|T), 
ou, en remontant a la définition des fonctions 0, 
(7) » elTolv,n) — & > (— 1)?B: ElTT (n+ 5 Oy)?+2ime(n+ > Oy) 


(7) (n) 


ot lon a posé, pour abréger, 
o(0; 0) = b(a bc )2=- (on 4) (a+ 67) 0-1 ton +a — 718. 


Observons, en passant, que, a la propriété de II(v) de se reproduire, mul- 

tipliée par (—1)%, quand on y remplace » par »-+1, correspond la pro- 
I ) ) I 

priété, bien facile a vérifier, de la fonction o(9, n), qu’exprime l’égalité 


g(e+1,n)—o(v, n+ b)=2an+ %. 


Il sera commode, pour ce qui va suivre, de multiplier les deux membres 
> | y I 
de (7) par e—’™*%, de maniére a faire disparaitre ¢xva, dans l’exposant 
de chaque terme du second membre et a pouvoir profiter tout a l’heure 
ey! 
de ce que Vintégrale ermrv dy est nulle ou égale a1, suivant que n est 
v0 
différent de 0 ou égal ao. L’égalité (7) est alors remplacée par la suivante 
(8) s eit(y,n) — & 2 (— 1)"B: ETT (nt) 44)? +207 
(7) (1) 


ot la fonction 
vie, 2) =v, 2) — uP 


jouit évidemment de la propriété 


viv +1,n)—v(p,n+ 6) =2an, 
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ou, plus généralement, de Ja propriété 
U(vy-+o,n)—U(0,n+0b) =2a9n + abo(p—1), 


en désignant par 9 un entier quelconque, en sorte que l'on a 


(9) eitb(o+o,n) — eit(y,n+b6p), 


Nous supposerons maintenant que 6 soit entier positif; cela ne res- 


. Bid ben a5 fOr . : C+ at 
treindra pas la généralité de la solution, puisque ———— ne change pas 
a 


+ bc 
quand on y change les signes de tous les nombres a, 6, c, d. En intégrant 


entre o et 1 les deux membres de |’équation (8) et tenant compte d’une 
remarque antérieure, on trouve 


rye 
ean Z 
(10) Geen =| > einvern de. 
0 
(7) 


Le terme e/™(+,”) de la série qui figure sous le signe d’intégration, n’est 
pas modifié si l'on augmente ¢ de 7, pourvu que l’on diminue n de 7, ainsi 
quwil résulte évidemment de l’égalité (9); dés lors, si ’on réunit ensemble, 


dans la série » e'7¥(e,), les termes pour lesquels les valeurs de nm sont 


(n) 
congrues, suivant le module 0, de maniére a écrire cette série sous la forme 


9 , elas 
y ef T(y,2b) Y cimpend+0) See get >, et TY(y,nb+b—1), 
(2) 


(n) (72) 


il est clair qu’on pourra tout aussi bien l’écrire 


» ef TYlo+7,0) 3 GUAR Os) ES ae y eit (v-+n, 6-1) « 


(2) (2) (n) 


en observant enfin que ’ona 


Feast ppan+i 
af eit$o+n,p) dy =f e'TY(¢,0) do, 
0 n 


on voit que l’égalité (ro) pourra s’écrire sous la forme 


A+R 
up et®¥le,0) dy, 
—2 


=0 


b-1 
finer 
(11) Bea TT ay 
F p 


Quant aux 6 intégrales qui figurent dans le second membre, en se rappe- 
lant que Y(v,) est un trinome du second degré en 9, elles se calculent 
au moyen de la formule : 


tatoo 


I pee 
ett (px?-+2¢24-7) dae —= ———_ ¢ Peeks 
oe v— ip 
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dans laquelle la variable d@intégration est réelle et qui est valable pourvu 
que le coefficient de ¢ dans p soit positif, condition qui se trouve vérifiée 
pour 9(¢,e) puisque le coefficient de »? est ab + 62. Dans le second 
membre, la partie réelle de /— ip est supposée positive (1). On trouve 


ainsi 
DAR 


rage ae 
i SE Eh a re 5 (P-5 , 


\/ SO (G Ebr) 


(+) Cette formule est due a Cauchy (Q£ueres, 2°s., t. VII, p. 080). Cauchy avait 
déja apercu, pour un cas particulier, le role qu’elle peut jouer dans la théorie 
qui nous occupe, réle que Ch. Hermite a mis en pleine lumiére dans le cas gé- 
néral. L’Analyse de Cauchy 4 peine modifiée peut étre résumée comme il suit: 


Désignons par A, B deux nombres quelconques, dont toutefois le premier a son 
T 


argument trigonométrique compris entre — — et + ;» et considérons lintégrale 


4 4 


1 Ary 
ff e—(Axr+n)? da 
xo 


ou la variable d’intégration w@ suit Vaxe des quantités réelles, du point x, vers 
— oo, au point 2, vers +. En posant ¢= Ax +B, on remplace cette intégrale 
rectiligne par une autre intégrale rectiligne 


rts 
I EB “ 
= e—® dt, 
A 
to 


dans laquelle la variable d’intégration ¢ décrit la droite qui vade 4; =Aaz+Ba 
t,; = Azv,+B. La fonction e-” étant holomorphe dans tout le plan, il sera évi- 
demment démontré que l’intégrale précédente différe trés peu des intégrales rec- 


tilignes 
AX, ae ce = 
iL GE oho. i e? dt = Vx, 
Xo —s* 


si ’on prouve que les deux intégrales rectilignes 


ity rat 
if Ce des [ Owe 
Xo x 


wu 


rectiligne 


sont trés petites. Il suffira de considérer la seconde. 

Lorsque la variable t=Rre'? décrit le segment de droite qui va de 2, a 
t, = Ax,+B, son argument 9, d’abord nul, augmente en valeur absolue, jusqu’a 
ce que ¢ soit en ¢,. D’ailleurs, comme 2, est infiniment grand positif, l’argument 
de ¢, différe infiniment peu de celui de Ax, ou de A; Vargument de ¢ reste donc 
inférieur, en valeur absolue, 4a unnombre o < ae on a donc, sur la droite qui va 

et 
deren alts, 
Err) —p2 5 ¢ 
| CS | A) (cos2u > 0), 


en désignant par R, le minimum de Rr. L’intégrale est donc moindre que le pro- 
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ot Von suppose 4 
ITO 


, pee | T abt ane 2426084 2ab a) 
L=e€e tv0(a+bT) n 


On en déduit par un calcul aisé, dans lequel on a toutefois a tenir compte 
de la condition ad — bec = 1, 


So 
— pS ee NS) 
v= tb(a-+ bc) 


ot l’on suppose la partie réelle du radical positive et ot 


b—1 
S= ~ eins (es) 
p=1 


6 = e-ritiaca®+2bca8+bdB?+2 ab(ca+dB)+ab?cl, 


3. La somme S s’éyalue au moyen des sommes de Gauss (!). Nous don- 
nons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives 4 ces sommes, né- 
cessaires pour retrouver les formules définitives d’Hermite. 

On appelle somme de Gauss une expression de la forme 


a 
DU Tae ae 
o(a,b6)= : é 2 ) 


(7) 


ott a et b sont deux entiers (positifs ou négatifs) premiers entre eux, et 
ou 7, Pindice de sommation, doit prendre | 6| valeurs entiéres incongrues 
suivant le module 6, que nous désignerons par 79, 74,..-,; 7-1, par exemple 
les valeurs 0, 1, 2, ..., |6| —1. Il est clair que la valeur de la somme ne 
dépend pas du systéme choisi pour les nombres 79, 74, .--, 7-1- 


duit de e-Rjcos2 par la longueur du chemin d’intégration qui est évidemment du 
méme ordre de grandeur que n,; or le produit R,e-*7¢os2 tendant vers zéro 
quand Rk, augmente indéfiniment, la proposition est démontrée et l’on a 


1A+Fe® i tpto i 
e—(Ax+s)? dz = - e“dt—- Vz. 
A A 


/—o J— 


» c'est Supposer 


Supposer que lV’argument de a est compris entre — 7 
4 


la 
oO 
a 
us 


que la partie réelle de a? est positive. On remarquera enfin que A est celle des 
racines de A* dont la partie réelle est positive. 

Le résultat annoncé est complétement justifié dans le cas particulier considéreé ; 
Vextension au cas général est immédiate. 


(') Summatio quarumdam serierum singularium (Werke, t. Il, p. 11). 
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Les propriétés suivantes de la fonction 9(a, 6) apparaissent immédiate- 
ment (!) sur la définition. 

Quand on change de signe l’un ou l’autre des nombres a, 8, la quantité 
9(a, 6) est remplacée par la quantité conjuguée. On ne change pas ¢(a, b) 
en remplagant @ par un entier a’ congru a a@ suivant le module 0. 

Etant donnés les deux entiers a, a’, premiers a 0, s’il existe un entier m 
tel que lon ait 

a=ma (mod.d), 
on aura 


9(a’, C= O(a, b); 


car m étant forcément premier a 6, l'ensemble des restes, pris suivant le 
module 6, des nombres mr est le méme que l’ensemble des restes des 
nombres 7. En particulier, si lon a 


2 


a=m? (mod. b), 
on aura 
(a, 6)-= (1, 6). 
On a aussi 
o(a, b)o(b, a) = o(1, ab). 


Le produit 9(@, 6) 9(6, a) est, en effet, égal a 


> ox ar? + ee pct iy 


Tr" Tastes 


ou 7 doit prendre |6| valeurs incongrues suivant le module 6, tandis que 
r’ prend séparément |@| valeurs incongrues suivant le module a; dans ces 
conditions, ar + br’ doit prendre |ab| valeurs incongrues suivant le mo- 
dule ad; le produit o(a, 6) (6, a) est donc égal a o(1, a6). 


On a aussi 
sie Le 


ih G2) Vait-a ! a 


tae y 


B/ 


en désignant par ya la valeur positive de la racine si a est positif, et en 
supposant fa = —i|/—a| sia est négatif. Il suffit d’établir cette pro- 
position quand a est positif; la seconde partie résulte, en effet, de la pre- 
miére, en changeant a@ en —4@, et se rappelant que 9(1, @) est alors rem- 
placée par la quantité conjuguée (2). Kronecker a montré (4) que lon 


(') Voir Depexinp, Vorlesungen tiber Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet, 
Aeedeap 203. 

(*) Cette proposition résume divers cas énumérés par Gauss dans le Mémoire 
cité et qu’il a traités d’une facon purement algébrique. 

(*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 188o. 


- 
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obtient rapidement la formule relative au cas ott @ est un nombre positif, 


en écrivant que l’intégrale 

ait — 
é a 
I — e2lns 


_ 


dz, 


prise le long d’un contour qu'on va définir, est égale a 2¢m multiplié par 
] to} ? D 


la somme des résidus de la fonction sous le signe J relatifs aux poles 1, 
Ci Rt ere Pate 
2, ..+, ——— situés a ]’intérieur du contour. Celui-ci est un rectangle sy- 
2 
métrique par rapport a l’axe des quantités réelles, dont un cété, situé sur 
Vaxe des quantités purement imaginaires, va du point — 7, trés éloigné 
vers le bas, au point y, situé trés haut; le cété paralléle a celui—la passe 
par le point —; pour éviter le pole o, on décrit de ce point comme centre, 
2 
a lintérieur du rectangle, un demi-cercle de rayon trés petit, et l’on sup- 
prime du rectangle Vintérieur de ce demi-cercle; si @ est pair, — est un 
2 


pole que lon évite de la méme facon; les demi-cercles ainsi décrits entrent 
naturellement dans le contour. Il est aisé de yoir que la partie de linté- 
grale qui correspond aux cdtés paralléles a axe des quantités réelles est 
négligeable, quand | 7,| est trés grand. On parvient aisément, quand @ est 
impair, a la formule 


(Ds 


aims [> =e 
Came =—14-[i—(—i)4*1] e Cray: 
0 


r=t% 


et la méthode méme permet d’affirmer que lintégrale rectiligne qui figure 
dans le second membre a un sens. En multipliant par 2, remarquant que 


D0 pe 
dans lasomme Le @ , étendue aux valeurs r=1, 2,,..,@—1, les termes 
a égale distance des extrémes sont égaux, changeant enfin y en vy, il 


vient 


Ti C—O - 
20 Tere 


avalim(— ayer f e-2inx? da — e @ 
2 


70 


La valeur de Vintégrale définie qui figure dans le premier membre de 
cette formule est (1 —1); elle se déduit immédiatement de celle de lin- 


, Dn 
; 5 3 a ae wok eS : ae 
tégrale if e-® dt qui est, comme on sait, égale a 5 7; elle résulte d’ail- 
0 


leurs aussi de la formule méme, pour a = 3. On trouve finalement 


r=a—i1 ‘ 
20 12 


may pots phe? ; 
» Cae =Va———— =9(1, 2). 


1+ 
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C’est le résultat annoncé; il subsiste pour @ pair, comme on le voit sans 
peine en reprenant les calculs, aprés avoir modifié, comme on I’a expliqué, 
le chemin d'intégration, Le fait que 9(1, a) est nul, quand @ est congru 
a 2(mod. 4) et n’est pas nul quand @ n’est pas congru a 2(mod. 4), se re- 
connait directement. 

Posons maintenant, en supposant que 6 ne soit pas congru a 2(mod.4), 


e(ayb) =(a, b) o(1, bd), 
et cherchons a déterminer la valeur de (a, 6) qui n’a de sens que sous la 
condition précédente. 

On observera d’abord que, en vertu de cette définition, (1,6) =1, que, 
en vertu des propriétés de 9(a, 6), on a (a,b) =(a',b) quandaeta' 
sont congrus mod. 6; enfin qu’on peut, sans changer la valeur de (a, 6), 
supprimer de @ tout facteur carré parfait qui s’y trouverait, 

En supposant qu’aucun des deux nombres a, 6 ne soit congru a 2(mod. 4), 
Pégalité o(a, 6) o(6, a) = 9(1, ab) et Pexpression de o(t, a) fournissent 
de suite la relation 


(1 + 144) (1+ 0) 


(12) (a; 6) (0, 2 = £a,b 7 (4—1)(b=1) (1 a i%) (t a to) Z 


ou eg, est égal ar si l'un des nombres a, 6 est positif et 4 —1 si ces deux 
nombres sont négatifs. Cette égalité se réduit a 


(Gy OO, D) = Safe 
si un des nombres a, 6 est de la forme 4n +1, et a 
(a, b) (b, 4) = — 2a, 
s’ils sont tous les deux de la forme 4m —1, done enfin a la forme 


(a—1) (6 —1) 


(a,6)(6, a) =(—1) : Sab, 


si l’on sait seulement qu’ils sont tous les deux impairs. 

Supposons qu’on yeuille calculer (a, &) dans le cas ot b est impair. On 
peut toujours supposer @ impair et moindre que 6 en valeur absolue, car 
il existe toujours un nombre impair @’ congru a a(mod. 6) et moindre 
que 6 en valeur absolue, c’est le reste positif de la division de @ par 6 si 
ce reste est impair, et, dans le cas contraire, ce reste diminué de 6; on 
remplacera @ par @. 

Supposons donc @ impair et |a|< |6|; Végalité précédente raméne le 
calcul de (a,b) a celui de (6, a), et le calcul de (6, a) se raméne ensuite, 
comme on vient de l’expliquer, au calcul d’un symbole (0’, a), ot 0’ est 
impair et ot |6’|<|a@]|. En continuant de la méme facon, on voit que le 
calcul de (a, b) se raméne au calcul d’un symbole de la forme (1, @), 


292 FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


ou @ est impair, positif ou négatif, et que l’on a 
(CQO) = Cates I 10) 


D’ailleurs (1,%) =1, et ona 


o(—1,a@) 
(—1,¢) = +———__ 
O(L, a) 


i 


70-4 
ee eoue 


en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que est positif ou né- 
gatif, comme on le voit en recourant a la valeur de 9(1, ~), et en se rap— 
pelant que o(—1, @) n'est autre chose que la quantité conjuguée de 9(1,%); 
a étant impair on yoit que (a, &) est égal a 1. 

Les calculs que l’on vient d'indiquer sont trés analogues a ceux du n° 229; 
en se reportant ace que l’on aditalors, le lecteur verra de suite que l’ona 


toutes les fois que ce dernier symbole est défini, c’est-a-dire lorsque b est 
impair et que les deux nombres a, 6 ne sont pas tous deux négatifs. Nous 
avons, en effet, établi relativement au symbole (a, 6) toutes les propriétés 
relatives au symbole de Legendre-Jacobi, saufla propriété (a,b) =(a,—6) ; 


(a,b 


or celle-ci résulte de ce que (a, ©) est réel et de ce que Sas: se change 
Tt d 


en la quantité conjuguée, c’est-a-dire ne change pas, quand on change 6 
en — 6. 

Supposons maintenant @ impair et 6 divisible par 4. La formule (12) 
donne alors l’une ou l’autre des deux relations 


(hy 1) Ld, OI) 8 Serj (a,b) (6, a) = — téq,p, 


dont la premiére est valable si a est de Ja forme 4n-+1, la seconde si a 
est de la forme 4” —tr. Le symbole (0, a) se calculera comme on vient de 
Pexpliquer; @ étant impair, il est égal a +1, en sorte que l’on a finale- 
ment 

(a,6)=843(6,a) ou (a, 6) =—ite,,(6, a) 


suivant que @ est de la forme 4n +1 ou {rn —1. 

fun résumé, on sait calculer o(a, 6) toutes les fois que 6 est impair ou 
divisible par 4 et sa valeur est 1 ou +7; quand b est le double dun 
nombre impair, 9(a@, 6) est nul. 

Nous avons a appliquer ces résultats au calcul de la somme 


~=0 


? 


ou 6 est un entier positif. 
Supposons d’abord que & soit pair. On reconnait de suite que l’élément 
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de la somme ne change pas quand on remplace 9 par un nombre qui lui 

soit congru (mod. b) et qui, par suite, est de la méme parité; d’ailleurs, 

quand p prend les valeurs 0,1, 2, ..., b—1, e—16 prend un systéme 
_ ima p2 

de 6 valeurs incongrues (mod. 6), et, puisque la somme ye b ne dé- 


pend pas du systéme de 6 valeurs incongrues que parcourt r, on voit de 
suite que l’ona 


r=b—1 cima, AS iets lina, ; 
Si Ce : Coe 1 (0) 
2 Des 
r=0 10) 


On n’a alors, en supposant 6 = 2/b,, b,; impair, qu’a appliquer les régles 
précédentes et, en outre, quand f/ est pair, la formule bien connue dans 
les éléments de la théorie des nombres 


BON (Baer age (2h 
ee a 7) = ay 


pour trouyer les résultats suivants, dont le lecteur constatera sans peine 
Videntité avec ceux que Ch. Hermite a donnés dans son Mémoire ct qui se- 
ront rappelés dans sa Lettre. 

Si f est impair, on a 


= 


ees: a -{[—a 7 9,3) ‘ 
S=(Vbe eee a/b ee , si @=1(mod. 4); 
by by 
ee ee 
S=Vbe * (==): s1 @=—1(mod. 4). 
1 
Si / est pair, on a 
in 


: — SE LOA SGT s S )/a - ——(a?+hb,—3) /—a 6 ;, 
S=Vbe * 8 a =Vbe 8 yar si a@=1(mod.4); 
J 1 


2, Bige erry 
Sher i “), si a =—1(mod., 4). 


ll reste enfin a évaluer la somme S quand 6 est impair. Ayant déterminé 
les entiers m et nr tels que l’on ait a = mb — 8n, et remplacant a@ par cette 
valeur dans l’expression de S, on trouve sans peine 


sagas C=O! BRE mt mT 
Oe Nae we s @ & SO 8 ENO OCR, O)), 


p=0 


puisque n est premier au nombre impair 6. On n/a plus qu’a remplacer 
o(7, 6) par sa valeur. 
‘ 
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LETTRE DE CHARLES HERMITE. 


S'-Jean-de-Luz, villa Bel-Air, 24 septembre rgoo. 
Mon cher ami, 


Je viens dégager ma parole et m’acquitter bien tardivement, 
il me faut ’avouer, de ma promesse de vous démontrer les for- 


Se ofc 


Ae SOT ; 
mules concernant les quantités © (==) données dans mon an- 


Se Or 

cien arucle Sur l’équation du cinquiéme degré. 
Le bon air de la mer m’a aidé a surmonter la torpeur qui 
faisait obstacle & mon travail; j’en profite pour échapper aux re- 
mords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les 


yeux cet article, j’aborde comme il suit la question. 


Mon point de départ se trouve dans les formules de la page 2 et 


Oo . AF 4 
de la page 3, qui donnent les expressions de \/k et de \/4’ comme 
; : i uK’ 
fonctions uniformes de qg, ou plutédt de zt, en posant 7 = FC? et, 


parmi ces formules d’une extréme importance dont la découverte 
est due a Jabobi, }’envisagerai pour mon objet la suivante, a savoir: 


= I—2¢9 +2g'-+... X(— 1)? gt? 


i 
— =. 
I—2g?+2qg8+... E(—1)% G2’ (2 =0, = 1, £2, ..-). 


J’y introduirai tout d’abord la quantité t, en me servant, au lieu 
des fonctions 0, H,...., de la série 
Tt 
, €T| -(2n+a)?4+ (2n-+- a) {| 
04,8(¢) = =(— 1)" Pe “li ° 
| voir mon article Sur quelques formules relatives a la trans- 
formationdes fonctions elliptiques (Journ. de Liouville, 1858)], 
et j’écrirai 
Vi _ 90,1(0| 7) 


zi Oo1(0l27) 


J’ai posé, comme yous savez, 


VE=9(2), Wk =4(t); 
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on aura donc 


9 c+ dt 
y (=e) = Dyan a+b : 
Y .a + 6% C+ dz 
for (0 2 cs 
a+ bt 


Dans cette égalité, a, b, c, d désignent des entiers assujettis a la 
condition ad — be = 1; je fais la supposition qu’ils appartiennent 
au premier cas (p. 4) ('), ot b et c sont pairs, a et d impairs, et 
je ferai 

b= MOE NGG 
nous aurons ainsi 


ee du 
ba On Oe dou (0 mere 
Naas Be ( CEE 
§o1( 0 7 
: +0975, 


el, comme nous conservons la condition ad — b'c' = 1, la ques- 
tion se trouve ramenée a celle qui concerne la transformation de 
la fonction 9, g(¢). Dans Particle cité tout a Vheure, j’ai obtenu 
les résultats suivants, dont je vais faire usage. 
Soit en général, pour des valeurs quelconques de a, b, c, d, 
a =asz+b8B + ab, 
8,= ca+ dB + cd, 
“wv 


= a (acoe+2 beu4+ bdB?+2abca+2abd B+ ab?) 
(oy a 5 


puis, en supposant 0 positif, 


LAE 
C2 haa ee) (5 205 Np Pn oo) O10) 


/—ib(a+br) 


le signe de la racine carrée étant pris de maniére que sa partie 
réelle soit positive. Nous avons l’égalité 

6-2 de ) 

Se eee 9 


94,8 [Co + bz)9|7| CTO fe Nie GOa,,8, (+ a+ OT) 


et nous en concluons, pour’ = 0, 


| 


a+ bt 


4,8(0|7) = ©6.x,,8, (0 


(') Cas 1° du Tableau NXg. 
diets Ma —— LV 20 
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La condition de 6 positif peut toujours s’obtenir en changeant, 
comme il est permis, le signe des quatre entiers a, b, c, d. Cela 


étant, la somme S s’exprime comme il suit, au moyen du sym- 


bole (F) de la théorie des résidus quadratiques. 


Supposons (en premier lieu) que b soit pair. Je ferai b= 2" b,, 
b, étant impair, et Pon aura, suivant que l’exposant h est pair ou 
impair ('), 


) 


iT 
—/(/—a — (a? +1+3(ab,+1)2+(6,—1)7) 
S=yb gs ; ; 
b, 


ou bien 


it 
ie — [3 (ab, +1)? + (6, —1)*) 
S= vo( ) e8 1 1 : 


b, 


En second lieu, supposons 6 impair; alors on pourra déterminer 
deux nombres entiers m et nr par l’équation 


a=mb—8n, 


et Von aura 
‘ im 


s=Vb(F)e% 


Je vais faire, en entrant dans tous les détails du ‘calcul, l’appli- 


(b —1)?—2m] 


cation de ces formules aux quantités 


r 625 dt 6 ce +d.2t 
— —— : 
ae a+bc]’ By + 6'.9% 
Je supposerat qu’on ait 
a=1, b=0, c=o, d=t (mod. 2). 


Ce sera donc le premier des six cas quil faudra considérer; nous 
verrons bhient6t que tous les autres s’en déduisent immédiatement. 
Soient @abord «=o, 8 =1. Des deux nombres 


a, =b-+ab, 


8, =d-+cd, 


le premier est pair, et méme multiple de 4, le second est impair. 
Ayant done en général 


You28+1(9|7) = (— 1)*901(%]7), 


(') Le Mémoire du Journal de Liouville contient ici une faute d'impression 
les mots pair et impair ont été transposés. 
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nous en concluons l’égalité 


J’ajoute qu’on peut mettre sous une forme plus simple la quan- 
tité 
eR ba 2 aha +-ab20) 


= 
o—e 


qui entre dans la valeur du facteur 


rs S6 
iG 


(= tO a bt) ‘ 


Des hypothéses faites sur les entiers a, b, c, d résulte, en effet, la 


congruence 
bd — 2.abd ~ ab?c = — bd (mod. 8), 


ce qui permet d’écrire 
Ly 


> 
oc 


Si nous passons ensuite ala quantité 4, , (0 


/ 
e+ d.2% b 
aT Gs bi (gy = 
QAO 2 


et c'= 2c remplacent b et c, a et d ne changeant pas, ona 
a’, = b'-+ ab’, 


8, =d+c'd; 


le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im- 
pair, mais «, n’est pas nécessairement divisible par 4, et, par con- 
séquent, on a Végalité 
b'+ ab’ 
— e+ d.2% 
Ope haGia= (1) 2° Gi 1 (0 pa 
es ia r wh fh 


\ 


ott G’ représente ce que devient, dans ce second cas, le facteur &. 
Désignons aussi par 4’ et S! les nouvelles valeurs de o et de S; 


on aura 
a S’8’ 
= ) 


/ — ib! (e+ b'.27) 


c’est-a-dire 
S’d’ 
— : > 
y= t1b(a-+ bt) 


et nous en concluons 
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Je m’arréterai a cette formule, et je remarquerai en premier lieu 


, , b 
que, en passant de S aS‘, le nombre & est remplacé par —- Il en 


résulte que, ayant posé b= 2'b,, Vexposant h varie de Pune a 
autre d’une unité. [Je supposerai d’abord > 1.] Cela étant, la 
comparaison des valeurs de S et de S/ nous donne l’égalité 


UE ow 
ae a me Dp tS 
V2 
Pot résul 
dou resulte 
im 
— (a?#—}) , 
Cie a 
Car 6 
b'+ab' COS ois dezedh, 
Ceci posé, écrivons le facteur (—1) * sous la forme e * : 


et employons |’expression de 6’, 4 savoir 


a — ba+2ab'd+ab"c!) a pgs abd+-ab’c) 
On == Cane ag : 
on aura ainsi 
b Dis _ 
aes G! LT at?—t-+26(1-+-a)—3 bd —9abd—ab?c] 
(—1) ? ele 8 


Or on vérifie facilement la congruence suivante 


(A) 2b(1+a)—3bd—2abd—ab?e=—ab (mod. 16); 


faisant, en effet, passer tous les termes dans un méme membre et 
divisant par b, qui est pair, elle peut s’écrire 


2(1—ad)+3(a—d)—abe=o (mod. 8), 


puis, @aprés la condition ad — be= 1, 


2be + 3(a—d)—a(ad ~—1) = (mod. 8); 


mais b etc étant pairs et a impair, ona 
2b¢ =0, a2?=1 (mod.8); 
elle deviendra donc simplement 
4(a—d)=o (mod. 8), 


ce quia lieu, en effet, a et d étant impairs. Nous avons, en consé- 
quence, 


I 


b'+ab' j 
ae Saab Ay 
(—1) a =e 


‘ 
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Nous obtenons ensuite, au moyen de l’expression quia été notre 


point de départ, 
91 (0 i) 


C)= 


i Q1(0] 27) 


la relation fondamentale 


t rG, we 2— ab—1) 
(1) ¥( =F) sumer" L a) 


a+ 6% 


| Lorsque lexposant fh est égal a1, b, est égal ab! et le calcul 
de S'n’est plus le méme; cependant la méme relation subsiste 
toujours; on a, en effet, comme lorsque fA était plus grand que 1, 
Pégalité 


o Te! (hd +2 abd+ab?c) 


et, a cause de la congruence (A), qui peut se mettre sous la forme 


bd + 2.abd + ab*c= b(3a+2—2.2d) (mod. 16), 


on peut encore écrire, en remplacant 6 par 20’, 


TZ i3a+2-2d)6' 
Sea ‘ 


| 


mais ici, pour calculer S’, on doit commencer par déterminer les 
entiers m et n, tels que l’on ait 


00 Si 


et l’on a alors 
; fall SoS Sigel 
S722 VB (F) on 


S Sa =r )e pl IE a ala 


Kn tenant compte enfin des relations 


—a Snr 2n n ean 
Smee ae =< = £ 8 
(Se) =()=(F): (3 )e 


on en conclut 


b+ab' ~ Miz 
oan (Gu : 
iy 225, 


ou 


M = 2(3a+2—2d)b’—2m —2—3(ab'+1)?+ 6? —14 4b'(a—+}); 
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en réduisant on trouve 


M = 4(a—d+2)b'— 2m — 6 — 3.a2b? + 62; 


a cause de la relation ad — be =1, ot b et c sont pairs, on voit 
que les nombres impairs a et d sont congrus (mod. 4), en sorte 


que l’on a 
4(a—d)=o (mod. 16); 


les congruences 


86'=8, at=m2b?2, m?2b =m? (mod. 16) 


sont évidentes, et il en résulte que lon a 


M = 2—2m—3m?2-+ 62; 
or cette derniére expression est congrue (mod. 16) a 


2 


a? — .ab'— 1 =m?2b?—2mb2—1, 


puisque la différence 


(2 —2m—3m?-+ 6) — (m2b't— 2mb?— 1) 


est égale a 
2m (6'2—1)— (62+ 3)(m?—1) 


et que m et b' sont impairs. La relation fondamentale (1) est donc 
établie quels que soient les nombres pairs 6 et 63 | 


On en tire les deux systemes de formules concernant les fonc- 
tions 9(z) et b(t) pour tous les cas que présentent les entiers 
a,b, c,d, pris selon le module 2. Ces cas sont indiqués dans le 
Tableau suivant, que j'ai donné dans mon article Sur UE qua- 
tton du cinquiéme degré ('): 


=— 


(') Voir la Note 1 de la page 63 du Tome IL. Les cas II et V de Hermite cor- 


E 


respondent aux cas que nous avons désignés par 5° et 2°. 
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| 
a b c d 
| eee aerate I (a) to) I 
|W Ne cies oO Tee fo) 
Tis e mete eo oval ae 
| 
cae | | 
goo eee I Phe a Oo 
Visine: I Cahn a I 
| 
Vee oe iO i [ 


z : : > , : I 
En premier lieu, je change, dans |’équation (1), 7 en — - eta, 
b, c,d en b, —a, d, — c; on trouve ainsi (') 
iT 


e+dt = (6? + ab— 
(I) Woe) = eet ab—1) 


Dans la méme équation, je remplace ensuite 7 par 7—1, a etc 


par a+ b etc +d; il vient 


iT 
(os: I ee aba ah 
= e8 F 


(V) vy) 


Passant a l’équation (II), je change z en t~+1, aetcena—bet 
c —d, ce qui donne 


7 Cees O(c) ae ab 
CLAW) ci ee = Esn = 
at bt U(r 
: L 
Je continue en remplacant, dans (V), + par —=eta,b,c,d 


par b, —a, d, —e, et j’obtiens 


(VI) v( 


e+dt\ 1 pe abt) 
a+bc} (7) ‘ 


(') En tenant compte des formules (XLV). 
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Pour avoir le systéme complet des formules cherchées, il ne 
me reste plus qu’a changer dans cette équation 7 en 7 —1, @ el € 
en a+b etc+d; ona ainsi 


; ee ihe. u(7) eau ab 
IIL) ‘ 1) — — - € 8 
Veer Dra e! 0(7) , 
en employant l’égalité 
—= 9(s) 
o(t—I)=e 8 eS 
: U(c) 


Voici maintenant les résultats réunis et mis en regard des six 
cas énumérés dans le Tableau précédent (') : 


1 gdee ae, din) Bee ae) 
= Or oe : 
e-— de Lie ey 1) 
IL. er ase ae ae 
"\a+ bt ee) 4 
mW c+ dz WG) == 2 
. == = — é 
‘\ a+ bt (7) ; 
= dx uta ae 
1V. A GC: dt Su rae ew 
INGA br L(c) : 
V \ 6é+ dz I (a? +ab—1) 
: = es 
*\ a4 bt u(t) j 
VI. v ¢ + dt) = oe ab 1) 
"\a+ bt (Tt) f 


J'ai a y joindre enfin les formules qui concernent la fonction 
o(7). Je remplacerai a cet effet a, b, c, d par —c, —d, a, 6; on 


(<8 
1) ts 
‘\a+ bs 


(a 
a+ bs 


change ainsi 


en 


-G 


et aux divers cas 
CUM QUES CINDY, (CIN). QE), QE) 
se substituent ceux-ci 


Gh, (Ys iG iver: 


(') Ce sont les formules numérotées (XLVI,). 


LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 303 


Nous avons ainsi ce second systéme de relations 


+ dz iT pp e 
I LEAS Cape ee (d?-++cd —1) 
o( ==) Eee: 5 
+ dt zie *—¢cd+1)) 
1, hy ear en erage Ieee) 
(oe) OS \ 
Itt. & etd = I Pigeas) 
P\a+ 67) o(t) 
IV. (fe argh TF ited -1) 
: ale L(t) : 
V. (Se) = oe Fed 
¥ EEee) (7c) d 
VI. e(é + =) re u(t) ae 
‘\a+be] ~ 9(e) 


J observe enfin que les deux séries de formules établies, dans le 
cas ou b est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le voit 
en changeant,a, b, c, d en — d, —=b, —c, —d. 

Avec une rectification pour les équations (IIT) et (IV), d’une 
inadvertance qui me sera échappée, ce sont bien les résultats que 
jai indiqués et dont je me reproche d’avoir tant tardé a vous 
donner Ja démonstration que yous m’avez demandée. Mais cette 
démonstration, je dois le reconnaitre, opere peracto, ne me 
contente point : elle est longue, indirecte surtout; elle repose en 
entier sur le hasard d’une formule de Jacobi, oubliée et comme 
perdue parmi tant de découvertes dues 4 son génie. Je vous l’en- 
voie, mon cher ami, valeat quantum, en vous informant que je 
seral revenu dans quelques jours, et a votre disposition pour tout 
ce que vous aurez 4 me demander. Et nous causerons aussi d’autre 
chose que d’Analyse, nous argumenterons, nous nous disputerons. 
De ma proximité de l’Espagne je rapporte des cigarettes d’Espa- 
gnoles; si vous ne veniez pas en fumer avec votre collaborateur 
d’aujourd’hui, votre professeur d’autrefois, c’est que vous ayez le 
coeur d’un tigre. 


Tuus et imo et toto corde. 
Cu. HERMITE. 


FIN DU TOME IV ET DERNIER. 
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